
評核、 擬題與數學教育

黃毅英

引言

過份著重考試能帶來不良後果, 然每件

工作的成效都應當作出評定。 學生學習至某

個階段, 測看其學業成績也可以說是理所當

然的。

傳統上, 考核是測看考生在範圍內的學

習成效, 且肩負著把眾多學生分出高下的作

用, 藉此決定那些學生可進入下一學習階段。

所以,「區分度」 與 「覆蓋性」 是最重要的。 要

把學生有效區分, 把差距拉得越遠越好。 有些

考核利用不同的深度 (如甲部必答題較淺易,

乙部選答題較深之類) 去區分能力較差, 又同

時分辨能力較佳的學生。 所以若題中有一佔

分較多的部份, 想到了便全取分數, 想不到便

一分也不能得乃擬題之大忌。

表一. 測驗藍圖
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分 小 各 分 分 小 百 有 實
數 數 數 數 數 數 份 限 數
之 之 型 與 與 運 率 及 及

知識範圍 意 意 之 小 混 算 與 循 其
義 義 互 數 合 百 環 性
及 及 化 之 數 份 小 質

能力表現 表 表 排 之 數 數
達 達 例 運 之 之

算 問 問
題 題

知識

程序與 工具利用

策略運 進行常序

用 策略運用

解 形成與釐清問題

題 解決

預測

驗證

抽 發展符號與字彙

象 發展算法

與 推廣

理 猜想

論 辨明與證明

化 公理化

一般在擬題前, 為確保覆蓋性, 會先製訂

測驗藍圖 (見鍾,1995): 橫向是各個測驗的範

圍 (表一所示為分數與小數), 縱向是能力的

表現, 表一便借助了現正進行的第三次國際

數學科調查的能力劃分 (International Co-

ordinating Centre,TIMSS, 1991)。 利用此

法, 對於任一課題, 不難保證學習內容及能力

的覆蓋性。

以下, 我們由一些擬題技巧出發, 並舉

以香港中學會考及高級程度各數學科試題的

實例, 遂步談到評核方式的新趨勢。

從簡單命題到結構性題目

以前數學命題比較簡單, 且看一九六

一年香港高級程度考試純粹數學卷一第三題

(簡稱作61ALPMI-3)

若
(

n

k

)

為 (1 + x)n 展開中 xk 之係數,

證明

(i)
n
∑

k=0

(

n

k

)2
= (2n)!

n!n!
,

(ii)
(

n

k

)

1
nk ≤ 1

k!
,

(iii) (1 + 1
n
)n < 3。

這類題目不只能考驗運用某類技巧的能

力, 且要求考生從紜紜工具中選出適用的來。

然其缺點是, 當考生臨場未能找出適當之工

具時, 他就百籌莫展, 一句也寫不出來。 而此

題的不能得分就不能反映他的實力。 所以, 自

七十年代開始, 香港公開考試題目便漸漸流

行具結構性的題目。

以一九八四年 Crux Mathematico-

rum 第965 道徵答題為例:

設 A1A2A3 為一非退化三角形 (即有非

零面積), 其邊為 A2A3 = a1, A3A1 = a2,
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A1A2 = a3, 並設 PAi = xi(i = 1, 2, 3),

其中 P 為空間上任一點。 證明

x1

a1
+

x2

a2
+

x3

a3
≥

√
3 (1)

並決定等式何時發生。

一般考生未必留意到這道幾何題若用複

數多項式的性質會較快捷, 以下便為筆者向

該雜誌提供之解 (等式部份從略);

設 Q 為 P 於三角所在平面之正交投影,

並設 QAi = yi, i = 1, 2, 3。 所欲得之結果

(1) 可由

x1

a1
+

x2

a2
+

x3

a3
≥ y1

a1
+

y2

a2
+

y3

a3
(2)

及
y1

a1
+

y2

a2
+

y3

a3
≥
√

3, (3)

得出。 由於 x ≥ y, i = 1, 2, 3, (2) 即成

立。 要得出 (3), 設 Z, Z1, Z2, Z3 為依次表

Q, A1, A2, A3 之複數, 並設

f(z) =
(z−z2)(z−z3)

(z1−z2)(z1−z3)
+

(z−z3)(z−z1)

(z2−z3)(z2−z1)

+
(z−z1)(z−z2)

(z3−z1)(z3−z2)
。 (4)

由於二次方程 f(z) = 1 有三不同之根

z1, z2, z3, 故 f(z) ≡ 1。 (4) 中右邊三項

之絕對值依次為 y2y3/a1a2, y3y1/a3a1 及

y1y2/a1a2, 故

y2y3

a2a3

+
y3y1

a3a1

+
y1y2

a1a2

≥|f(z)|=1。 (5)

今有

(
y1

a1
+

y2

a2
+

y3

a3
)2≥3(

y2y3

a2a3
+

y3y1

a3a1

y1y2

a1a2
), (6)

而 (3) 可由 (5)、(6) 得出。

但我們卻可慢慢分拆, 將之變成一道結

構性的題目 (以下略為簡化, 設 P 位於

A1A2A3 之平面上)。

I. (a) 若 z1, z2, . . . , zn 為多項式 p(x) 的

各各不同之根, 其中 deg(p) < n, 證明

p(x) ≡ 0。

(b) 證明對於 z1, z2, z3 為各各不同之複數,

(z−z1)(z−z2)

(z3−z1)(z3−z2)
+

(z−z2)(z−z3)

(z1−z2)(z1−z2)

+
(z−z3)(z−z1)

(z2−z3)(z2−z1)
≡0。

(c) 設 P 為位於 ∆A1A2A3 平面上的一點,

並設 A2A3 = a1, A1A3 = a2, A1A2 = a3

及 PAi = xi (i = 1, 2, 3)。

(i) 證明

x1x2

a1a2

+
x2x3

a2a3

+
x1x3

a1a3

≥1,

(ii) 從而證明

x1

a1

+
x2

a2

+
x3

a3

≥
√

3。

(等式部份略去)。 於是, 考生便可一步步得出

期望之結果。 這種自七十年代通行至今試題

的特色是: 證明後面步驟 (如 (c)) 時, 每每

要利用較前步驟 (如 (a)、(b)) 的結果。

故此, 能力較遜的考生, 若只能做妥

(a)、(b) 部, 亦可得出部份分數, 於是合乎拉

開分數分佈的準則。 反過來, 理論上, 考生在

不懂 (a)、(b) 部份的情況, 也可照用之證明

(c), 而得 (c) 部之分。

從上可見, 這類題目的製訂, 每每是從

解答中抽出一些關鍵性的性質, 要求學生先

證, 再將此等結果整合而得最後結果。 可以說

次序是 「倒過來」 的。 以上為例, 解題者不會
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一見題目便曉得先證 (a)、(b) 部。(a)、(b) 部

是在解題過程中較後出現的, 在擬題時才搬

上前面。

結構性題目之來源

著名的數學結果便成了結構性題目的來

源。 將有名的數學結果, 如算術幾何平均不等

式 (Wong, 1992) 之證明分拆, 便可得出尚

佳的試題。 以下便是兩例。

用以下方法可求出二項循環數列 an+1

=pan+qan+1 的公式。 對於任意數 x,

an+1 − xan

≡ (p − x)an + qan−1

≡ (p−x)(an−xan−1)−(x2+px−q)an−1

設 α與 β 為之二根, 並有 α 6= β (若 α = β,

此法失效), 有

an+1−αan =(p−α)(an−αan−1)

=β(an − αan−1)

同理,

an+1−αan = β(an − αan−1)

an−αan−1 = β(an−1 − αan−2)
...

...

×) a2−αa1 = β(a1−αa0)

an+1−αan = βn(a1 − αa0) (7)

將 α, β 互換, 有

an+1 − βan = αn(a1 − βa0) (8)

解 (7), (8) 之聯立線性方程, 得

an =
αn(a1−βa0)−βn(a1−αa0)

α − β

=
(αn−βn)a1−αβ(αn−1−βn−1a0)

α−β
。

以上方法, 主要是將 an+1 − αan 用

an−αan−1 表示。 換言之, 由 an 本身的一

個二項循環數列, 轉到 an+1 −αan 的一個

一項循環數列。 於是便有一九八零年香港高

級程度考試純粹數學卷一的第四題:

II.(a) 若數列

y1, y2, y3, . . .

的項滿足

yk = Ayk−1 + B (k ≥ 2)

之關係, 其中 A, B 為與 k 無關之常數而

A 6= 1。 作出以 y1, A, B 及 k 表 yk(k ≥ 2)

之式的猜想, 並證明之。

(b) 數列

x0, x1, x2, . . .

之項滿足

xk = (a + b)xk−1 − abxk−2 (k ≥ 2)

其中 a, b 為與 k 無關的常數而 a 6= b。

(i) 以 (x1 − ax0), b 及 k 表 xk −
axk−1(k ≥ 2)。

(ii) 利用 (a) 部, 以 x0, x1, a, b 及 k 表

xk(k ≥ 2)。

(c) 若數列

x0, x1, x2, . . .

的項滿足關係

xk =
1

3
xk−1 +

2

3
xk−2 (k ≥ 2)
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以 x0 及 x1 表 limk→∞ xk。

如上所述, 擬題者把 (a) 部之引理抽出,

又把 x2 + px − q = 0 之方程變成具有 a, b

二根之 x2 + (a + b)x − ab = 0, 避免了 α

與 β 用隱含方式定義, 題目調較至較淺易的

程度。

同卷第五題 (80ALPMI-5) 亦類似, 此

為三次方程之代數解。

III.(a)(i) 設 ω3 = 1 及 ω 6= 1。 證明

x3 − 3uvx − (u3 + v3)

可分解成

(x−u−v)(x−ωu−ω2v)(x−ω2u−ωv)。

(ii) 求聯立方程

u3 + v3 =6

uv =2

之解, 以之, 求

x3 − 6x − 6 = 0

之解。

(b) 給出

x3 + px + q = 0 (∗)

(i) 證明, 若 (∗) 有重根, 則有

27q2 + 4p3 = 0

(ii) 利用 (a)(ii) 之方法, 求證, 若

27q2 + 4p3 = 0,

則 (∗) 有重根。

調較題目之深度

這種 「引理—主要結果—應用於特例」

一時變成流行的擬題模式。 上面第 II 題的

(a)、(b)、(c) 三部便體現了這個典型。 然而,

不少有名數學結果的證明未必在短短的一道

試題可以完成。 故除了丟去 (c) 外, 還得想其

他辦法, 把題目調較至適當之深度。

數學中題中符號出現的多寡及結果之廣

義程度每能決定數題的深淺。 上面 III(a) 中,

便只集中 x3−6x−6 = 0 的特定方程式,雖

然其方法可用作解決形如 x3 + px + q = 0

方程及推廣至一般的三次方程者。 這有效地

避免題目有過深過繁的情況。

以下更是一例。 眾所周知, 對於空間內

兩不相交直線必能找到一平面使得兩線在該

平面上之投影平行。要證明之, 可推到最廣義

情況, 設兩線為

L : x = a + t(n + q),

L′ : x = a′ + t(n + q′),

其中 n·q=n·q′ = 0 及 a, a′ ∈ π : x·n=p。

L 與 L′ 在 π 的投影分別為 x = a + tq 及

x = a′ + tq′。 若 a, a′ 為 L 與 L′ 之間最短

距離之兩點, 則可證明 q//q′。

如此的模式是很難調較至適當的深度

的。 涉及的符號 (參數) 過多 (a, a′, n, q,

q′, p) 為擬題之致命傷。 於是, 又從另一手法

擬題, 即以設置特別的坐標系統使各方程變

得簡單。
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我們設置坐標使得 L1 與 L2 之最短距

離在 (0,−a, 0) 與 (0, a, 0) 達到。 故 L1 與

L2 之方程十分簡單:

L1 :



















x = nt

y = −a

z = nt

L2 :



















x = pt

y = a

z = qt

,

其在 xy 平面的投影分別是 y = −a 及

y = a, 故平行。
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圖一

可是, 這樣的擬題則犯了更難處理的致

命傷! 上題的運算部份不多。 主要在於能看出

坐標特別之處, 並從 L1, L2, 的最短距離性質

看出 L1 與 L2 和 y 軸均垂直。 故此便出現了

看得出的考生拿全分、 看不出便一分也沒有

的情況。 這種低的分野度是擬題最該避免的。

有效的調較方法亦可從廣義 — 特定、

抽象 — 具體中想辦法。 最後便有以下一題

(89ALPMII-12):

IV.(a)點 R(x, y, z) 之位置向量以 r = xi+

yj+zk 表示。 於圖 (圖二) 中, R0(x0, y0, z0)

為於 π : r·n = ρ 上一點。線 ℓ : r = r0+ta,

t ∈ R, 其中 r0 = x0i + y0j + z0k 乃穿過

R0 而不存在於 π 上。 證明 ℓ 於 π 上之投影

為

ℓ′ : r = r0 + t(a − a · n
n · nn), t ∈ R。

(b) 考慮線

ℓ1 :



















x = −a − 2t

y = 3 + 3t

z = 1 + t

t ∈ R

及

ℓ2 :



















x = 2 − 8t

y = 19t

z = 2 + 4t

t ∈ R
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.........................................................................................................
π............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ....................

......

.......

......

.......

......

.......

......

.......

......

圖二

及平面 π1 : 4x + y − 2z − 4 = 0。

(i) 設 P1 與 P2 為 π 相交 ℓ1 與 ℓ2 之兩

點。 求 P1 與 P2 並證明線段 P1P2 與

ℓ1 及 ℓ2 均垂直。

(ii) 證明 ℓ1 與 ℓ2 於 π 之投影平行。

我們早已知道 1
1·2

+ 1
2·3

+ 1
3·4

+· · · 之算

法, 主要利用部份份數, 得出

1

1 · 2+
1

2 · 3+
1

3 · 4+· · ·



評核、 擬題與數學教育 39

=(1−1

2
)+(

1

2
−1

3
)+(

1

3
−1

4
)+· · ·

1
2
、1
3
、1
4
等 「剛巧」 相約, 故得出極限為1。

1
1·2·3

+ 1
2·3·4

+ 1
3·4·5

+ · · · 之算法亦類似。

問題是, 是否所有類似數列, 分解成部份分數

後, 一定可以相約而得出極限呢? 又何以有

此現象? 以

1

(ax+b1)(ax+b2)(ax+b3)(ax+b4)

≡
4

∑

r=1

Ar

ax + br

為例, 通分母後, 得

1≡A1(ax+b2)(ax+b3)(ax+b4)

+A2(ax+b1)(ax+b3)(ax+b4)

+A3(ax+b2)(ax+b2)(ax+b4)

+A4(ax+b2)(ax+b2)(ax+b3)

比較兩邊 x3 的係數便得出 A1+A2+A3+

A4 =0。 這即是相約的原因。

由此, 可算出複雜的級數, 如

∞
∑

n=1

1
(an+b)(an+3a+b)(an+4a+b)(an+5a+b)

等。 但這同樣是需要調較的。 方法亦是用

具體數字以減低符號之數量。 故有以下一題

(85ALPMI-3):

V.(a) 設 a1, a2, a3 為各各不同之實數。 假設

f(x) 為冪小於 n − 1 之多項式。 若

f(x)

(x+a1)(x+a2) · · · (x+an)

分解成部份分數為

c1

x−a1
+

c2

x+a2
+· · ·+ cn

x+an

。

證明 c1 + c2 + · · ·+ cn = 0。

(b) 設

F (x) =
px + q

(x + a)(x + a + 1)(x + a + 2)

分解成部份分數為

b1

x + a1
+

b2

x + a2
+ · · · + b3

x + a + 2
。

證明對於 N > 3,

N
∑

k=1

F (k) =
b1

1+a
+

b1+b2

2+a
+

b2+b3

N+a+1

+
b3

N+a+2
。

(c) 利用 (b), 或其他方法, 計算

lim
N→∞

N
∑

k=1

1

(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)
。

利用等價定義調較深度

數學上的不少定義都可用兩個等價命題

p、q 而定。 若以 p 作定義, q 便為定理;

以 q 為定義, 則 p 是定理。 Tcheby-

cheff 多項式便是一例。 它可用 Pn(x) =

cos(n cos−1 x) 作定義, 等價地, 亦可由一個

循環關係 Pn+1(x) = 2xPn(x) − Pn−1(x)

出發。 前者當然較直接, 但若要證明 Pn 為一

冪 n 之多項式, 則後者會較易。 以擬題的角

度來看, 選擇適當的出發點亦可調較題目的

深度。

以 下 便 分 別 是 82ALPMII-2 和

85ALPMII-5。 要注意兩者之佔分是不同的。

VI.(佔十七分)

設 Tn(x) = cos(n arccos x), 其中

−1≤x≤1, n=0, 1, 2, . . .
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(a) 證明 Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x),

由此證明 Tn(x) 為一冪 n、 對於 x 之

多項式、 其首項係數為 2n−1, 其中 n =

1, 2 . . .。

(b) 利用第摩弗定理, 決定

cosn θ =
n

∑

k=0

ak cos(n − 2/k)θ

中之 ak(k = 0, 1, 2, . . . , n)。

(c) 證明 xn = 1
2n−1

∑

n−1

2

k=0 Cn

k
Tn−2k(x), 其

中 n = 1, 3, 5, . . .。

VII.(佔十四分)

設 x1 及 x2 為二次方程 x2−2tx+1 =

0, 其中 −1 ≤ x ≤ 1, 之二根。 定義 Fn(t) =
1
2
(xn

1 + xn

2 ), 其中 n = 0, 1, 2, 3, . . .。

(a) 證明對於 n ≥ 1,

Fn+1(t) = 2tFn(t) − Fn−1(t)。

由此, 或用其他方法, 推出 Fn(t) 為一冪

n, 對於 t 的多項式, 其首項係數為 2n−1。

(b) 利用數學歸納法, 或用其他方法, 證明

Fn(t) = cos[n cos−1 t], 由此證明

∫

π

0
Fm(cos θ)Fn(cos θ)dθ

=



















0 若 m 6= n,

π 若 m = n = 0,
π

2
若 m = n > 0。

改動條件以求變化

學生能遷移學過的技巧到類似的題目最

能顯示其理解程度, 故將一些常見題目的條

件改動則能擬出學生處理非常規性的能力。

比如回折點為常見的題目, 但一些學生只會

背誦成規。

f ′(x) = 0 : 轉折點



















f ′′ < 0 最大值

f ′′ = 0 回折點

f ′′ > 0 最小值

,

然而一些回折點可以有 f ′(x) 6= 0。 故從

f ′(x) = 0 各點中希望找出回折點便會落空。

f(x) = x
2(x+7)
x−1

便是一例 (x = −1)。

89ALPMII-10之 f(x) = x(x2+9)
x2+1

又是

一例 (x = 0)。 再者, 回折點還可以根本沒有

導數。 回折點只是曲線上一點, 其切線跨過曲

線 (Wong, 1988)。 87PMII-7便是針對這個

性質:

VIII. 設 f(x) = x|x|(x+7)
x2+1

, 其中 x ∈ R 及

x 6= 1。

(a) 求 f ′′(x), 若 x 6= 1。

(b) (i) 求 f(x) 之局部極大、 極小值及漸近

線。

(ii) 證明 (−1, 3) 及 (0,0) 為所有的回折

點。

(c) 描繪 f(x) 之曲線, 並標名各極點、 回折

點、 漸近線及截點。

該圖見於圖三。
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圖三

m 元集到 n 元集滿射數量向為人所

知, 利用容包原理, 可得出其為
n
∑

k=0
(−1)n−k

Cn

k
km。 但直接擬題頗覺繁複。 以 n 書放進 n

架為例, 若其中 p 個書架空置 (即 n 元集到

(n − p) 元集之滿射) 且 p = 1, 想像將其

中二書包在一起的方式, 問題頓為簡化 (Lau

& Wong,1986)。 87ALPMI-4即為:

IX. 今有 n (n > 1) 不同的箱以安放最多

n + 2 本書。 求以下概率:

(a) n 本不同的書隨機安放而無一箱空置。

(a) n 本不同的書隨機安放而恰有一箱空置。

(a) n + 1 本不同的書隨機安放而無一箱空

置。

(a) n + 2 本不同的書隨機安放而無一箱空

置。

(a) n+1 本不同的書隨機安放而恰有一箱空

置。

讓考生多點發揮

對這類結構題目的批評, 除了不能考核

選取適當解題策略之能力外, 是既定方法桎

梏了考生的思考。 考生的任務不只要解決擬

出的題目, 更要在短時間內觸摸擬題者採用

的特定解題方式。 一題多解既是數學學習中

重要一環 (黃, 1980), 一些短題目便具有放

寬結構性的空間。 83ALPMII-1的 (c) 部:

求 limn→∞
1
n
{cos π

n
+ cos 2π

n
+ · · · +

cos (n−1)π
n

} 便可利用以下方 法解決 (Wong,

1984, 1989):

1. 定積分:

lim
n→∞

1

n
(cos

π

n
+ cos

2π

n
+ · · ·

+ cos
(n − 1)π

n
)

= lim
n→∞

[
1

n
(cos

π

n
+ cos

2π

n
+· · ·

+ cos
(n−1)π

n
+cos

πn

n
)− 1

n
]

=
∫ 1

0
cos(πx)dx − 0 = 0。

2. 複數: 設

C =
n−1
∑

k=1

cos
kπ

n
, S =

n−1
∑

k=1

sin
kπ

n
.

C + iS =
n−1
∑

k=1

exp(
ikπ

n
)

=
exp( iπ

n
) − exp(iπ)

exp( iπ

n
) − 1

=
exp( iπ

n
) + 1

exp( iπ

n
) − 1

=
1 + cos π

n
+ i sin π

n

cos π

n
− 1 + i sin π

n

=
2 cos2 π

2π
+ 2i cos π

2n
sin π

n

−2 sin2 π

2n
+ 2i sin π

2n
cos π

2n
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= cot
π

n

exp( iπ

2n
)

exp( iπ

2n
+ π

2
)

=−i cot
π

n
, 故 C = 0。

3. 代數法: 其實

cos
π

n
=− cos

(n − 1)π

n
,

cos
2π

n
=− cos

(n − 2)π

n
,

...

若 n 為偶數, 則各項互相抵消, 若 n 為奇數,

則剩回 cos π

n
, 亦等於0。
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圖四

數學題向來較著重最後的解答, 要求解

釋較為少見。 一九八七年香港高級程度考試

應用數學科卷二便有以下一題 (第五題) :

X.(a) 為分析一項調查中獲得的數據,統計學

家常將數據於頻數表中分成組別。 請描述列

表過程的基本原理與步驟。

(b) 於某教學行業的一項薪酬調查中, 200 名

隨機抽出的教師所得資料表示如下表。 計算

此頻數分佈之平均、 中位數及標準差。 略述如

何詮釋其結果。

月薪 ($) 頻數

500及1500以下 47

1500及2500以下 51

2500及3500以下 43

3500及4500以下 27

4500及5500以下 18

5500及6500以下 9

6500及7500以下 3

7500及8500以下 1

8500及9500以下 1

(c) 解釋何以若於上面研究利用幾何平均乃

為不當。

一九九四年之香港高級補充程度考試數

學及統計科亦有如下的一題樣本試題 (第十

題)。

XI. 在分析氣體中粒子運動的過程中,一名科

學家欲計算定積分

I1 =
∫ 1

0
e−x2

dx

(a) 利用五區間梯形法則, 估計 I1 之值至4

個小數位。

(b) 其後, 該科學家欲計算另一定積分

I2 =
∫ 1

−1
e−x2

dx

(i) 利用 (a) 部份對 I1 之估計, 給出 I2

至4 個小數位之估值。

(ii) 此科學家之助理宣稱若他於區間

[−1, 1], 利用梯形法則以五次區間或十次

區間估計 I2 , 則兩個估值均較 (b)(i) 部

得出之值準確。



評核、 擬題與數學教育 43

你是否同意此說法? 請略作解釋。

(a) 於是, 該科學家繼而利用另一定積分

I3 =
∫ 1

0
xe−x2

dx

計算粒子的平均速度。 利用代入 y =

−x2, 替該科學家計算 I3, 其答案以 e 表

之。

擬題生活化

在以往, 數學擬題較著重數學內容, 是

否切合實際則不太理會。 「某人以300ms−1的

速度走完 1760m, 問用了多久?」 便是。 事實

上, 從日常生活中亦可找到擬題的素材, 例如

從圖五的樓宇中, 可擬出如下的一題

圖五

XII. 圖六所示: 單位圓之中心為 O, 其中 O

亦為正方形 PQRS 之中心, 其邊長 2x。 設

∠NOM = φ。

(a) 以 φ 求 △NOM 及 △NOT 之面積。

(b) 以 φ 求畫上影線之面積 K(φ)。

(c) 繒出 K(φ) 之圖像。 求 φ 之定義域。

(d) 求 φ 使得 K(φ) 為最小。 該時 x的值為

何?
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圖六

近年公開試的題目亦多生活化。 以下即

是一九九三年香港中學會考數學科卷一第十

及十三題。 前者涉及馬寅初之人口理論, 後者

則涉及單議席單票之選舉制度。

XIII. 考慮某國的糧食產量及人口問題。 該

國在第一年裏, 糧食的年產量為8百萬公噸,

第一年年終時的人口為 2 百萬。 設糧食的年

產量每年增加 1百萬公噸, 人口則每年增加

6%。

(a) 求該國在

(i) 第三年裏、

(ii) 第 n 年裏

的糧食年產量 (答案以百萬公噸計)。

(b) 求首25年內糧食的總產量 (答案以百萬

公噸計)。
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(c) 求該國在

(i) 第三年年終時、

(ii) 第 n 年年終時

的人口。

(d) 從第一年年終起計, 問最少在幾年內人口

會增加一倍。

(e) 若 「糧食人均年產量」 (即某年的糧食年

產量/當年年終時的人口) 小於0.2公噸,

則該國會面臨糧食短缺。試估計在第 100

年的年終時該國會否面臨糧食短缺。

XIV. 在立法局的選舉中, 每一選區的登記選

民, 只能夠在自己所屬選區的候選人中,選擇

一位, 投他一票。 在每一個選區中獲得最多有

效票數的候選人則贏得該區的選舉。 在屯門

選區中, 有 A、B、C 三個候選人。 A 隸屬於

一個名為 「民主派」 的政黨, B和 C 則隸屬

於一個名為 「自由派」 的政黨。
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圖七

在元朗選區中, 有 P , Q 兩個候選人, P 屬

於 「民主派」 而 Q 則屬於 「自由派」。

(a) 根據選舉前的一次調查, A、B、C 各人

贏得所屬選區選舉的概率分別為 0.65、

0.25、 0.1, 而 P 、Q 贏得所屬選區選舉的

概率則分別為 0.45、 0.55。 從以上資料計

算下列的概率:

(i)「民主派」 的候選人在 「屯門」 和 「元

朗」 兩區的選舉都獲勝,

(ii)「屯門」 和 「元朗」 兩區選舉都由同一

個政黨的候選人獲勝。

(b) 選舉後點算選票, 在屯門選區的 40,000

張有效選票中, A 取得 70%, B 取

得 20%, C 取得 10%; 在元朗選區的

20,000張有效選票中, P 取得40%,Q 取

得60%。 若隨機從兩個選區的60,000張

有效選票中抽出兩張 (先抽一張, 放回後

再抽一張), 求下列的概率:

(i) 兩張選票都來自 「屯門」 選區, 並且都

投 「民主派」 候選人,

(ii) 兩張選票都投 「民主派」 候選人,

(iii) 兩張選票分別投不同政黨的候選人。

標準參照測試

近年電腦普及, 不少學校開始用之作試

後分析。 例如某一學生或某班的成績有否下

降。 但當我們一開始分析的嘗試, 便會發覺以

現時的擬題方式, 是很難作以上比較的。

以比較某特定學生在第一與第二次考試

之成績為例, 首先, 兩個考試範圍與深度都不

同, 該學生的分數增加了, 未必代表他的學習

已有進步。 更重要的, 某生在考試內的不及格
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只能顯示他的總體不理想, 我們是無法得知

他那個課題出了問題, 又出了甚麼樣的學習

問題。

傳統之常模參照測試之主要目的是

確 定 某 特 定考生 在 群體中 的 相 對 位置。

Glaser(1963) 則提出標準參照的評核方式

(Popham,1987)。 簡言之, 它就如考取駕駛

執照般, 不是與一些 「對手」 比較, 而是須

達至某些基本要求方算及格。 英國中學階段

終結考試的中學教育一般證書考試 (GCSE:

General Certificate of Secondary Educa-

tion) 便是以標準參照測試原則擬定的。 以下

便是1988年卷二的一例 (括號中所註為測試

的標準):

XV. 8, 12, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 24, 32。

由上述的十個數字, 選出

(a) (任何) 一個素數, (素數之認識)

(b) 一個平方數, (平方數之認識)

(c) 7的一個倍數, (倍數的認識)

(d) 64的平方根, (平方根)

(e) 30的一個因數, (因數)

(f) 3, 4, 6, 9, 13... 之下一項。 (數列規律之

認定)

此 外, 倫 敦 大 學考試的習作 評 核計劃

(Course Assessment) 亦是對照英國 「國

家課程」 而斷定程度的, 亦是一種標準參照

測試。 以下便是 1994年的一道評核活動。

XVI. 收費電話問題

一個公眾收費電話只接受 10p, 20p, 50p 和

£1(£1 = 100p) 的硬幣。 一位女士只有大

量的 10p 和 20p 硬幣。這些硬幣可以任何次

序放進電話。 例如她需要打一個 50p 的電話,

她可以用以下任何一種次序投入硬幣:

20p, 20p, 10p

或 10p, 20p, 20p

或 10p, 10p, 20p, 10p

及有更多之辦法。

1. 她欲打一個需費 £1 的電話。 問: 她有多

少投幣的方法?

2. 一位男士隨此女士進入電話亭。 他只有大

量 50p 和 10p 硬幣。 他欲打一個 £2 的

電話。 他有多少投幣的方法?

3. 寫出和辨明1.2. 部份所得結果之推廣。

此題是要測試 「應用」,「數學傳意」 和 「推理、

邏輯與証明」三個範疇。 它們在考試範圍中都

有再細緻的能力表現劃分。 以 「應用」 範疇為

例, 分為 「解答問題遭遇困難時找出克服方

法」、「認定及得出解題所需之資料」、 「以分析

或較細和可處理程序的方式執行工作」、 「提

出自身問題或於既定處境內設計工作」、 「於

數學探視或用數學解決日常生活問題時追尋

新的思路」 及 「工作時對所作選擇給出邏輯

性之解釋」 等。

以上題而言, 若能表現基本認識並列出

三種組合50p 的方法, 則算達到 「解答問題

遭遇困難時找出克服方法」。 若得出所有50p

組合的八種方法是達到 「認定及得出解題所

需之資料」。而若嘗試少於50p 的方法或以有

系統方式得出直至 10p 組合的正確方法則算

是達到 「以分析或較細和可處理程序的方式

執行工作」 等等。

真實能力 (Authentic Ability)
評核的探討
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上述標準參照測試是不滿足於只得到一

個分數、一個等級。 傳統測試只是把眾多考生

用某種方式分辨開來。近年便有 「真實能力評

核」 的提出。 例如利用非常規性題目, 探察內

在能力和不同層次的理解程度等。香港 「目標

為本課程」 便提出了評估形式可包括測驗、 筆

試、 面試、 口頭及書面報告、 短文、 實用課業、

專題設計、 短答題、 正式或非正式觀察學習過

程、 口試、 討論及學生功課樣本匣等 (香港教

育署, 1994, 頁32)。 現就非常規題與內在能

力兩者舉例說明。

有認為非常規題能減輕以背誦準備考

試。資料過多與不足即是常見的非常規題, 皆

因大部份數題的已知資料恰好足夠得出答案

的。 然現實的問題解決, 都須在茫茫眾多材

料中, 選出合用的資訊來。 以下兩題便是資料

過多與不足的例 (Wong, 1993), 詳可參考

Low 和 Over(1989)。

XVII. 圖八中, 水注入圓錐體溶溶至半高。 已

知整個圓錐體積為 18π , 求已注入水的體積。

問 1cm, 2cm, 3cm, 4cm中那些資料不需動

用?
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XVIII. 圖九中, B = 60◦。 △APQ 為一等

腰三角形。 求 θ。

(a) 若不能求出 θ 之準確值,須加何種資料才

可算出之?

(b) 縱現不能找出準確值, 對於 θ 可否得出些

甚麼結論 ?

(c) Q 之位置 (是否與 B 重疊) 對於計算 θ

是否重要?

至於內在能力的評核、 以空間想像力和

解題能力為較常見, 詳見黃 (1980, 1990)。

此外, 亦有嘗試評核各種能力的不同層次者。

將學習 (及評核) 目的分層並不新鮮, 其中以

Bloom(1956) 的教育目標分類為最著名。 其

後, Dilts(1970) 等特別為數學建立了匹茲堡

智性行為動詞, 而鄭肇楨曾利用它於華人地

區進行了不少研究 (鄭,1980; Cheng, 1977,

1979)。 Van Hiele(1959) 則有有名的幾何

學習層次。 而這些均給出了擬題的框架。 至

於大量構作題庫, 最為人注目的首推英國之

Chelsea 診斷測驗和美國與澳洲學者發展出

來的 SOLO 測試。
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Chelsea 診斷性數學測驗 (Hart,

Brown, Kerslake, Küchemann & Rud-

dock, 1985) 為倫敦大學 Chelsea 學院科學

教育中心於一九七四至七九年間建立的, 其

成果曾 於 Hart(1985) 發表。 其作用包括斷

定理解層次與常見誤解兩方面, 課題包括代

數、 分數、 圖象、 度量、 四則、 位值與分數、

比與例比、 反映與旋轉及向量等, 各題之劃分

是透過題目回應分析所斷定。 至於常見誤解,

以代數的17(a) 為例:

馬利之基本薪金為每周 £20 。

她的超時工作以每小時 £2 計。

設 h 為她超時工作的時間, 並設 W 為

她的 總收入 (以 £ 計), 寫出連接 W 和 h

的方程式。

評定標準:

答案 診斷

20 + 2h 模稜兩可

W + 2h

20W + 2h 把代號代入特定數字

W = 10h (例如已知 e+f =8,

22=W +h(即把 W 就斷定e+f +g

當作20, h當作2) =4+4+4=12)

W =20+h 代號當作物體 (例如

20 + h 已知一磅等於11法朗

W + h 就寫成 p = 11f)

其他包括 「沒有動用代號」(例如把4+3n 寫

成7)、「把代號當作特定未知數」 (如把 3n+4

寫成 7n) 等等。

Chelsea 診斷測驗是由題庫按題項回應

分析而製訂的, 每一課題的各層大抵只代表

了不同的難度, 不似 SOLO 試題般的有層構

性意義。

SOLO 為 「對學習成果進行規劃性觀

察」(Structured Observation of Learn-

ing Outcome) 的縮寫, 由澳洲的 Collis 及

Biggs(1982) 所建立, 不是單針對數學的。 簡

言之, 層次之劃分是同時考慮到抽象程度和

有關項目結構上的複雜程度。 於是分出了前

結構、 單結構、 多結構、 關係式和延展抽象等

五個水平 (Level), 詳見 Biggs(1987)。

其後, Collis, Romberg 與 Jurdak

(1986) 一文舉出了數學的例子: 圖十所示為

一個數字轉換器, 將任何輸入的數字先乘3再

加2。 故若輸入4, 輸出為14。 以下是不同水

平的問題:

圖十

單結構: 若輸出的為4, 輸入的是甚麼?

多結構: 若輸入5, 輸出的是甚麼?

關係式: 若輸出為41, 輸入的又是甚麼?

延展抽象: 若輸入 y、 輸出是 x 時, 寫出 x

與 y 間之公式。
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Collis 與 Romberg 於1992年出版了

第一套的按 SOLO 而寫的數學題庫, 可惜

只有十題。 然而, 不少文獻均反映 SOLO 測

試備受注視的趨勢。 香港的 「目標課程為本

課程」 的評核設計過程中, 亦有人提出參照

SOLO 作評核的想法 (Biggs, 1995b)。

近年更有人將 SOLO 納入 Rasch 模型

去研究題庫建立之可行性 (Wilson, 1989)。

即除了從理論架構去擬題外, 更用實證方式

去確立效度 (Validity)。 不過 Biggs (1995a,

1995b) 有不同之看法, 他提出應從測試理論

(Test Theory) 遷移到開拓蘊含學習階次成

長意義的質化測試, 並指出這應是 SOLO 測

試的發展路向。
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結論

全班分數均超過80分可以嗎? 在常模

參照測試的區分度而言, 這是難以接受的, 但

若學生不能在某個階段掌握, 又怎能進入下

一階段呢? 既掌握了, 整班超過80分又有何

不可? 故過往在學習的最後階段 (如大考)

設一個 「一次定生死」 考核的想法是隱含著

只選拔那些不只做得快而準, 且在特定試場

環境和限時壓力下均能做得好的一小撮之想

法。 如可利用評核結果 (意即成績對學生帶來

的後果) 比評核方式更具決定性: 評核之目的

究竟是要預測未來表現 (performance pre-

dictor), 決定是否提供學習機會 (aptitude

test), 還是診斷學生之學習結果等 (Ebel &

Frisbie, 1965, p. 100-113)。 然而, 隨著社

會之轉型, 評核之作用理應考究學習者是否

有進入下一階段之足夠基礎, 從這觀點出發,

由紙與筆的作答, 平時的答問甚至家課等均

能達到回饋的效果。總之, 數學評核已變得多

元化, 由分辨學生高下轉而瞭解學生的學習

困難, 從以作出回饋與調節, 促進學習。 擬題

亦須配合以發揮更大的作用。
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