
數學美賞析(下)

譚建國

D. 方法美

在數學方法、 解答方面, 數學的美具有

什麼特點呢?

優美的解答應該使我們驚訝, 應該是出

乎意料的。 但是數學推理的美不能只用意外

性來解釋。 如果一個學生對一道習題, 想不出

公式化的常規方法來解答, 只是勉勉強強地

想出一種冗長的繞道的解法, 雖然這種解法

大家完全沒有想到, 但是這個解法給人帶來

的最多只能是感動, 而絲毫不能給人美的感

受。

能給人優美感的數學方法與解答, 除了

不尋常性以外,還應該具有直觀性 (某種意義

上也就是簡單性)。 可以說, 方法美的主要特

徵就是意外性 (新奇性) 和簡單性。

簡單性的含義如前文所述, 而新奇性則

來源於數學思想的獨創性和數學方法的新穎,

它體現了數學理論或方法中的藝術因素。 掌

握這種藝術靠直覺。 方法上的新奇往往要同

時引入相應的新概念。 由於對新奇性的評價

與審美心理因素關係十分密切, 所以, 對一種

新的理論或全新的方法的美學價值的看法總

是存在爭議的, 例如, 對數學定理的機器證明

就是如此。

關於方法之美我們在前文已經接觸過一

些, 如“理論美”中的例4, 下面再通過分析一

些例子, 對方法美作一番巡視。

(一) 數學思想方法的幾次重大轉折

歷史表明, 數學的發展, 不僅表現為量的

積累, 而且還表現為質的飛躍。 下面將論述的

數學思想方法的四次重大轉折就充分說明了

這一點。

1. 從算術到代數

算術和代數, 作為最基礎而又最古老的

兩個分支學科, 有著不可分割的親緣關係。算

術是代數產生的基礎, 代數是算術發展到一

定階段的必然產物。 從算數發展到代數, 是人

們對數及其運算在認識上的突破, 也是數學

在思想方法上的一次重大轉折。

在算術解題法中, 未知數是不允許作為

運算的對象的, 它們沒有參加運算的權利。而

在代數解題法中, 所列出的方程作為一種條

件等式, 已是由已知數和未知數構成的有機

統一體。 在這個統一體中, 未知數和已知數有

著同等的權利, 即未知數在這裡也變成了運
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算的對象, 它們不再是消極、被動地靜等在等

式的一邊, 而是和已知數一樣, 可以接收各種

運算指令, 並可以依照某種法則從等式的一

邊移到另一邊。解方程的過程, 實質上就是未

知數和已知數進行重新組合的過程, 也是未

知數向已知數轉化的過程。

解方程是古典 (經典) 代數最基本的內

容。 方程在數學中占有重要的地位, 它的出現

不僅極大地擴充了數學應用的範圍, 使得許

多算術解題法不能解決的問題能夠得以解決,

而且對整個數學的進程產生巨大的影響。 特

別是數學中的許多重大發現都與它密切相關,

例如, 對二次方程的求解, 導致虛數的發現;

對五次和五次以上方程的求解, 導致群論的

誕生; 對一次方程組的研究, 導致線性代數的

建立; 應用方程解決幾何問題, 導致解析幾何

的形成; 等等。

顯然, 代數解題法 (相對於算術解題法)

更具有新奇性和簡單性 (算術解題法需要更

強的技巧)。

2. 從常量數學到變量數學

算術、 初等代數、 初等幾何和三角, 構成

了初等數學的主要內容。 它們都以常量即不

變的數量和固定的圖形為其研究對象, 因此

這部分內容, 也稱為常量數學。運用常量數學

可以有效地描述事物和現象相對穩定的狀態。

可是, 對於描述運動和變化, 卻是無能為力的,

於是便產生了從量上描述事物的運動和變化

規律的數學部分 — 變量數學。 從常量數學

到變量數學, 是數學在思想方法上的又一次

重大轉折。

變量數學產生的兩個重要步驟都是在十

七世紀完成的, 因此十七世紀也就變成了常

量數學向變量數學轉變的時期。 變量數學的

產生, 有著極重要的意義, 其具體表現可概括

為以下兩個方面。

首先, 變量數學的產生, 使數學自身在

思想方法上發生了重大的變革, 由此帶來整

個數學面貌的根本性改觀。通過這次變革, 常

量數學的許多分支學科, 諸如代數、 幾何、 三

角和數論等, 由於變量數學的滲透而在內容

上得到了極大的豐富, 在思想方法上發生了

深刻的變化。 例如, 可把解方程理解為求函數

的零點; 借助分析的方法率先給出了代數基

本定理的嚴格證明等等。通過這次變革, 新的

數學分支雨後春筍般地湧現出來。 諸如解析

數論、 微分幾何、 微分方程論、 積分方程論、

級數論、 差分學、 函數論等。 總之, 從變量數

學產生後, 變量數學的思想方法很快就在整

個數學中占據了主導地位, 不要說分析學和

幾何學, 就是代數學也一樣, 由文字式的變換

和解方程為內容的初等代數發展到以代數系

統的結構為內容的近世代數, 變量數學的思

想已滲透其中, 以各種“運動”(“變動”) 構成

的各類具體的代數系統構成近世代數的一個

重要的部分, 如置換群, 關係半群, 算子代數

等; 另外, 抽象代數系統的結構的刻劃也須借

助於其上的若干特殊的“運動” — 同態, 同構

等, 讓系統“動”起來, 在“動”中把握它的本質

特性。

其次, 變量數學的產生, 使自然科學描

述現實物質世界的運動和變化過程成為可能。

數學在自然科學各部門的應用範圍得到了空

前的擴展。



數學美賞析(下) 71

變量數學的方法與常量數學的方法相

比, 更具有新奇性 (如“線”是“點”運動的結

果) 和簡單性 (如求平面曲線所圍成的面積)。

3. 從必然數學到或然數學

從必然數學到或然數學, 是數學思想方

法的又一次重大轉折。 所謂必然數學, 是指描

述和研究現實世界的必然現象及其規律的那

部分數學, 它包括通常的算術、 三角、 幾何、

代數、 微積分、 微分方程論、 積分方程論和函

數論等分支學科。 必然數學在科學技術、 社會

實踐以及日常生活中有著廣泛的應用, 成為

人們認識和改造世界的有力工具。 然而, 在研

究和解決現實世界大量存在的偶然現象中的

量及其關係問題上, 必然數學就無能為力了,

需要創造新的數學方法。 於是, 一個新的數學

領域 — 或然數學便被開拓出來了。

由於隨機現象在現實世界中大量存在

著, 因此隨著科學技術和社會實踐的發展, 以

概率論為基礎的或然數學很快地蓬勃發展起

來, 並越來越顯示出它的巨大威力。

首先, 或然數學與必然數學、 自然科

學與社會科學相互作用產生出許多新的學科,

如平穩隨機過程理論、馬爾科夫過程論、 多元

分析、 試驗分析、 統計物理學、 統計生物學、

統計醫學和概率邏輯等。

其次, 或然數學的理論和方法, 在科學技

術、 國防、 工農業和經濟各部門得到廣泛的應

用, 特別是在電子技術、自動控制、 氣象預報、

地震預報、 地質勘探、 企業管理、 公共事業以

及國防中的防空、 巡邏搜索等部門已經取得

明顯的社會效益。

容易理解, 以概率論為基礎的或然數學

其方法與必然數學相比是新奇的, 相對所要

研究、 考察的數學對象, 其方法又是簡單的。

4. 從明晰數學到模糊數學

人們在社會實踐和科學研究中遇到的各

種量, 依其界限是否分明可分為這樣兩類: 一

類是明晰的, 另一類是模糊的。 用於描述明晰

量及其關係的變化規律的數學稱為明晰數學。

明晰數學是研究明晰量的有力工具, 但對模

糊的量它就不適用了。 人們在尋找處理模糊

量及其關係變化規律的數學方法過程中, 創

立了一門新的數學分支學科— 模糊數學。 模

糊數學的產生, 是數學思想方法的又一次重

大轉折。

模糊數學決不是把已經很精確的數學變

得模模糊糊, 而是用精確的數學方法來處理

過去無法用數學描述的模糊事物, 因為在現

實世界裡如果要想絕對地精確是辦不到的,

而我們也只能是把事物的不精確程度降低到

無關緊要的水平罷了。 模糊數學的出現,給我

們研究那些複雜的, 難以用精確的數學描述

的問題帶來了方便而又簡單的方法。 國際上

有人說它是“異軍突起”。 也正是因為這點, 模

糊數學才能滲透到各個領域裡去, 並且顯示

出強大的生命力。

模糊數學雖然只有二十多年的歷史, 從

理論上還遠遠談不到完善, 但對於它的研究,

無論基礎理論還是實際應用, 仍然得到了很

大的發展。

在理論研究方面,首先, 模糊集合概念本

身不斷得到擴展, 產生出許多不同類型的模
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糊集合, 如 L 一模糊集合、R 一模糊集合、Z

型集合和 n 級模糊集合等。 其次, 模糊數學

的內容日漸豐富。 所研究的課題已涉及到廣

泛的範圍, 如模糊數、 模糊關係、 模糊圖、 模

糊向量、 模糊關係方程、 模糊映射及變換、 模

糊概率、 模糊判斷、 模糊規劃、 模糊邏輯、 模

糊語言、 模糊識別和模糊控制等等。

在應用研究方面, 模糊數學的思想與方

法正在廣泛滲透到科學和技術的各個領域,

如物理、 化學、 生物學、 醫學、 心理學、 氣象

學、 環境科學、 管理學、 經濟學、 情報學、 語

言學、 邏輯學、 系統論、 信息論、 控制論以及

人工智能等。 同時, 在農業、 林業、 建築、 採

礦、 冶金、 地質、 機器檢修等許多國民經濟領

域都已取得初步的成果。 模糊數學的理論和

應用研究相結合, 是模糊數學發展的一個重

要課題。

人類對現實世界“量”規律的探索, 是一

個永無完結的認識過程。 在未來數學發展的

進程中, 還會出現新的重大轉折。 特別是當

代電子計算機的發展, 給數學的思想方法帶

來了巨大的沖擊, 傳統的單純“人腦”支配“手

工操作”的數學研究, 開始由“人–機” 系統來

代替, 數學機械化的思想已初露端倪。 可以預

想, 由於電子計算機的進一步發展, 必將使數

學在思想方法上發生根本變革, 並由此引起

數學新的重大轉折。

(二) 逆向思維方法

逆向思維是相對於慣常思維而言的一種

思維形式。 所謂慣常思維, 就是通常所說的習

慣性思維, 它的基本特徵是因循已有的思路

去考慮和思索問題, 這種思維形式反映了思

維過程的連續性、 漸近性和聯結性, 是思維慣

性的表現。 逆向思維則是發散思維的一種, 它

的基本特徵是, 從已有思路的反方向去考慮

和思索問題, 這種思維形式反映了思維過程

的間斷性、突變性和反聯結性, 是對思維慣性

的克服。 利用逆向思維得到的結果顯然具有

某種新奇性。

慣常思維對於數學研究是不可缺少的,

沒有它, 就沒有知識的穩步增長和理論體系

的鞏固、 完善; 同樣, 逆向思維也是不可忽視

的, 因為沒有它, 就難以擺脫已有數學觀念、

理論框架的束縛, 許多具有突破性的重大數

學概念、 數學理論也就難以產生出來。 具體說

來, 逆向思維在數學研究中的作用, 主要表現

在下面幾個方面:

(1) 有利於克服慣常思維的保守性, 開拓

新的數學領域;

(2) 有利於糾正慣常思維所造成的錯誤認

識, 開闢數學新方向;

(3) 有利於排除慣常思維過程中出現的困

難, 開通新的思路。

下面給出一些利用逆向思維的例子。

1. 集合論的創立

我們知道, 集合論建立的關鍵, 就在於

承認無限集合的存在以及它和它的子集可以

建立起元素間的 1 − 1 對應關係。 可是, 對

這個關鍵問題, 慣常思維的結果長期以來一

直是錯誤的。 早在公元前四世紀, 希臘學者亞

里士多德 (Aristotle) 就曾考慮過整數集合
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{1, 2, 3, . . .}, 他承認整數有無窮多個, 但不

承認它們可以作為一個整體而存在。 到了中

世紀, 數學家和哲學家又發現了不少的東西。

例如, 兩個周長不等的同心圓, 可通過半徑使

圓周上的點構成 1 − 1 對應的關係, 即對大

圓上的任意一點 A,總有小圓上的一點 A′ 與

之對應, 反之亦然。 但由於受有限集合傳統觀

念的束縛, 他們抹煞了“整體可以和部分構成

元素之間的1-1對應”的事實。 甚至到了十九

世紀中葉, 大多數數學家對無限集合的認識

還是錯誤的。 他們囿於有限集合的觀念,認為

整體在任何情況下, 都不可能與它的部分在

數量上處於同等的地位。
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A

歷史上第一個打破有限集合觀念的框架

, 敢於對無限集合進行逆向思維的是捷克數

學家波爾查諾 (Bolzano, B.)。 他不僅承認無

限集合的存在, 而且把無限集合作為數學的

對象來加以研究。 他明確提出, 無限集合的部

分可以等價於整體, 無限集合有其自身特殊

的結構, 這種結構與有限集合有著質的不同。

波爾查諾的思想是革命性的, 也是與傳統數

學觀念背道而馳的。 正是這種反傳統的逆向

思維, 為後人研究無限集合開闢了新的方向,

他本人也就由此成為集合論的先驅者。

沿著波爾查諾所開闢的新方向繼續前進

的是德國著名數學家康托爾 (Cantor,Georg

Ferdinand Ludwig Philipp), 他發展了波

爾查諾的思想, 明確提出了研究無限集合的

主要方法 — 1 − 1 對應, 提出了一連串新

的概念: 極限點、 導集、 可列集、 連續集等,

並且用“基數”這一概念區分和描述了無窮集

合的等級。 康托爾正是由於徹底背叛了兩千

多年來人們在無限集合問題上的傳統思維方

式, 把長期以來顛倒了的事實又重新顛倒了

過來, 所以才成功地開闢出數學的一個新領

域 — 集合論。

隨著集合論向數學各分支學科的全面滲

透, 它逐漸成為全部數學的基礎。

2. “四色問題”的機器證明

“四色問題”亦稱為“四色猜想”。 它是

指: 用四種顏色就可以把所有地圖塗上色, 使

得具有共同邊界的國家 (地區) 染有不同的

顏色。 這問題最早是由德國數學家麥比烏斯

(Möbius, August Ferdinand) 於1840年

提出的。 1852年, 英國青年數學家弗南希斯,

格思里 (Francis Guthrie) 在對英國地圖著

色時重新提出了這一問題, 並寫信告訴他哥

哥弗雷德里克 (Frederick Guthrie)。 弗雷德

里克企圖從數學上給予證明, 但沒有成功, 於

是便請教他的老師、 著名數學家德·摩根 (De

Morgan,Augustus)。 德·摩根絞盡腦汁, 同

樣沒能給出證明。 他只好寫信給在都柏林的

著名數學家哈密頓 (Hamilton, Sir William



74 數學傳播 20卷2期 民85年 6月

Rowan), 請他加以研究。 哈密頓思考這問題

達十三年之久, 直到去世仍無任何進展。

1878 年, 著名數學家凱萊 (Cayley,

Arthur) 認識到這問題非同尋常, 把它提交

給倫敦數學學會。“四色問題”由此便被數學

界所周知。開始, 數學家們對這問題的難度估

計的並不充分, 有的甚至把它看得十分簡單。

然而,一百多年來,許多數學家認真研究了它,

結果都白費力氣了。 數學家希伍德 (Peray

John Heawood) 曾堅持奮鬥了六十年之久,

他雖然成功地證明了 “五色猜想”是對的, 但

他卻沒能判斷出“四色猜想”的真偽。 於是人

們開始認識到這個貌似容易的題目, 其實是

一個可以與費爾馬大定理比美的難題。

到了本世紀七十年代, 某些深有卓見的

數學家指出:“四色猜想”可能是一個正確的定

理, 但它需要用一種數學中前所未有的不同

方法來論證, 這個論證是不能單獨用人力來

完成的。 於是, 有人開始轉向電子計算機, 試

圖借助機器的力量給出問題的答案。 1976年,

美國伊利諾 (Illinois) 大學的數學家阿佩爾

(K.Appel) 和黑肯 (W.Haken) 等人, 就是

在這個方向上取得成功的。 按照他們設計的

程序, 計算機運行了1200多個小時, 作了兩

百億個邏輯判斷。 1977 年, 在一次數值數學

與計算機會議上, 有人又宣布了一個比較簡

單的證明, 但也要用去50小時。 如果有一個

具有足夠迅速和準確判斷力的人來完成這項

工作, 大約要花費30萬年。 (參見 [14]、[18])

這項工作最重要的意義, 不在於證明了

四色定理, 而在於運用電子計算機完成了這

件人沒有能完成的事情, 提供了用計算機研

究數學的範例。 它的美學價值就在於, 方法的

新奇性與 (相對) 簡單性 — 歷時124年、 經

過許多數學大家的艱苦努力未能完成的世界

難題, 引入計算機後, 終於如願以償!並將開

闢一個數學研究的新時代。

從相反的方向進行思考, 往往導致某種

意想不到的後果。 這正是逆向思維的重要功

能之所在。 然而, 並非所有的逆向思維都是富

有成果的。 這是因為逆向思維本身具有很大

的不確定性; 自然, 也並非所有逆向思維的成

果都是美的, 因為方法之美除了新奇性之外,

還必須具有簡單性的特徵。

(三) 遞歸模式

“遞歸模式”是數學上的一種十分重要的

解題模式, 在用其它的解題方法遇到困難的

時候, “遞歸模式”有可能幫助我們迅速地掃

除障礙。 事實上, 應用得十分廣泛的數學歸納

法, 採用的就是“遞歸模式”的推理。 在數論中

舉足輕重的“輾轉相除法”、“無窮遞降法” 以

及高階行列式求值時的“遞推展開”等等, 都

可以看作是“遞歸模式”的體現。

例: 求 Sk(n) =
∑

n

i=1 ik, k 與 n 都是自然

數。

我們採用“遞歸模式”來求解。

先從比較簡單的情況考慮起:

當 k = 1 時, Sk(n) 即 S1(n) =

1 + 2 + · · · + n。

求 S1(n), 可以利用“對稱性原理”, 將

兩個順序完全相反的 S1(n) 相加, 再把和除
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2。

S1(n) = 1 + 2 + · · ·+ n

+) S1(n) = n + (n − 1) + · · ·+ 1

2S1(n) = (n + 1) + (n + 1) + · · ·

+(n + 1)

= n(n + 1)

故 S1(n) = n(n+1)
2

。

當 k = 2 時, Sk(n) 即 S2(n) = 12 + 22 +

· · ·+ n2。

以上所用“對稱性原理”對於 S2(n) 已

經行不通了。 為了尋找一種對一般 Sk(n) 普

遍適用的辦法, 讓我們再來看看還有沒有別

的辦法也能求出 S1(n)。

注意到我們剛才求出的 S1(n) 的表達式

S1(n) = n(n+1)
2

是 n 的二次式, 如果我們能

夠找到 S1(n) 中的通項 n 與 n 的二次式

之間的某種聯繫, 也許就可以指望這種聯繫

幫助我們求出 S1(n)。 這使我們想起了恆等

式

(n + 1)2 − n2 = 2n + 1

依次令 n = 1, 2, 3, · · · 就得到如下 n 個等

式

22 − 12 = 2 × 1 + 1

32 − 22 = 2 × 2 + 1

42 − 32 = 2 × 3 + 1

· · · = · · ·

(n + 1)2 − n2 = 2n + 1

將此 n 個等式兩邊分別相加, 即得

(n + 1)2 − 12 = 2S1(n) + n

故 S1(n) = n(n+1)
2

。

以上方法不難用於求 S2(n), 只需由恆等式

(n + 1)3 − n3 = 3n2 + 3n + 1

依次令 n = 1, 2, 3, · · · 得到

23 − 13 = 3 × 12 + 3 × 1 + 1

33 − 23 = 3 × 22 + 3 × 2 + 1

· · · = · · ·

(n + 1)3 − n3 = 3n2 + 3n + 1

再將此 n 個等式兩邊分別相加, 得

(n + 1)3 − 13

= 3S2(n) + 3S1(n) + n

而 S1(n) 已知, 故

S2(n) =
1

6
n(n + 1)(2n + 1)。

完全仿照以上的作法, 我們可以求得

(n + 1)k+1 − 1

= C1
k+1Sk(n) + C2

k+1Sk−1(n) + · · ·

+Ck

k+1S1(n) + n

上式建立起了 Sk(n) 與 Sk−1(n)、

Sk−2(n)、 · · ·、 S1(n) 之間的遞推關係, 只

要我們知道了 S1(n)、S2(n)、· · ·、Sk−1(n) 的

值, 馬上就可以求得 Sk(n) 的值。 於是問題

得到解決。

“遞歸模式”的最大優點是運算與證明的

程序性很強, 非常便於計算機處理。 所以在

現代數學中,“遞歸模式”日益顯示出它的重要

性。
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對數學之美的巡視到這裡就要告一個段

落了。 我們看到, 數學中也處處充滿了美, 只

要用心去體驗、 去尋找, 必能滿意而歸。

最後, 我要向對於這次探討給予了極

大支持和幫助的戴正德教授致以衷心的感謝!

郭聿琦教授對本文的修改提出了許多建設性

的建議, 並親自加以指導, 在此也表示最誠摯

的謝意。
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