
課堂記事二則

葉東進

即使到現在執筆的這個時刻, 我仍是懷

著興奮的心情, 迫不及待地想把課堂上出現

的一些事情記述下來供大家來聽聽評評。

我教兩個班的數學, 分別是高一及高二

的實驗班 (俗稱的數理資優班), 要談的當然

是這兩班的課堂事, 可以談的實在不少, 不

過, 現在只談最近發生的。

先要提起的一件事, 待讀者諸君看完後,

也許會覺得沒什麼大不了, 可是對我這個教

了二十多年書的人來說, 仍然覺得此事相當

稀有少見而深受感動。 事情是這樣, 上個星期

二 (12/7) 的上午, 在數學教室裡有著連續兩

堂高一班的數學課, 上完第一堂之後, 我宣佈

說下一堂課的時間請同學們用來把教室好好

整理一番。關於這間數學教室, 我不能不作個

簡要的介紹, 這間教室目前只有高一及高二

實驗班的學生在上數學課時使用, 平時無人

清潔整理, 裡面設有十多台算是很不錯的個

人電腦, 也有五張大長方桌供學生上課以及

討論時之用, 並且供有不少的藏書讓學生自

由的取閱。 在這個教室裡, 所有的人被鼓勵以

開放的心自由地討論, 自由地開機使用電腦,

自由地取書借閱, 自由地發問, 自由地上到黑

板前發表自己對解題的見解, 自由地可以約

定任何時間要跟老師討論。

話說回頭, 我告訴學生們把教室整理一

番之後, 二話沒說便離開了, 待到第二堂將近

下課走回教室時, 呈現的光景著實嚇了我一

跳, 整個教室的地板、 門窗、 黑板、 書櫃、 桌

面、 電腦桌下, 凡是可以看得到的地方, 無不

淨得發亮, 幾乎是微塵不染; 甚至那發亮的黑

板還引得上下一堂課的高二學生抱怨說亮的

太過份, 產生反光妨礙了他們的視線。

好了, 這樣一件事究竟有什麼值得一提

的呢? 第一、 並沒有交代學生們該怎樣做,

是他們自己決定如此的。第二、 以往的班級即

便有所交代, 也未曾做的如此淨亮。 第三、 現

在的學生有多少人肯在沒有任何誘因之下用

心仔細的清整一間教室? 或許讀者諸君之中

又有問說, 學生的如此表現與你的數學教學

又是何干? 不錯, 表面看來像是無關, 深層一

想可就有著內容。 他們用心整理這間教室, 顯

示他們對這狹小天地的關愛與肯定, 如此背

後的另一面意義, 其實反映了他們對於自己

之能夠被鼓勵以尊重而開放的心靈, 自由自

在地透過彼此之間相互的討論與學習, 扶持

與信任, 而達到思想交流、 智慧提昇的肯定。

這樣的學習生活, 對照於以往他們的學習經

驗是相當不同的, 從他們對上數學課逐漸產
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生了一股期待, 這樣的期待又與遞增的學習

興緻因循互動, 使得教學常常是在辯證與思

維的交互運動下熱烈的進行, 因此也就不時

會看到他們的想像與創造所噴射出來的火花。

讀者諸君或許無法完全領會我在教室現場裡

所感到的那種氣氛而生的感動, 但我確是從

中獲得了很大的欣慰與啟示。

接 下 來 要 談 的 第 二 件 事 是 在 今

早(12/14) 發生。

課程已經進展到第六章的習題討論。 應

當說明的是, 我有個習慣, 在習題付諸討論

之前, 總是保留大約有十天左右的時間, 讓學

生在此期間內有充足的時間可以自己面對習

題裡的問題先作一番的瞭解以及求解的實際

操作, 之後, 選定某個課堂時間, 對某些可能

較有疑問或是爭議的問題, 徵求學生主動地

到黑板上提出, 並說明他們的見解或是解法,

同一問題可能出現不同人表達出不同的解法,

有時也出現爭議而引起熱烈的討論, 甚至有

時也留下某些懸疑未決, 把討論或辯證帶回

到宿舍裡繼續進行。

這樣的討論課是我最喜歡的, 有時會發

現他們之中有獨特的思考路線, 教人興奮半

天。

現在, 黑板上有兩位學生正在解下面的

問題:

設a, b ∈ R,f(x) = x2 + ax +

b, g(x) = f(f(x)), 試證g(x) − x可

被f(x) − x整除。 他們的解法大同小異, 不

外是把g(x)−x及 f(x)−x展開, 其中一位就

按著x的降次, 再使用長除法而得證; 另一位

則按著某種的組合加以排序, 而得到一種因

式分解的證法。

顯然, 第一位的解法是土法煉鋼, 沒什

麼稀奇; 第二位的解法則是用了一點巧思, 免

掉了除法的冗長計算, 但是這種巧思要是碰

到f(x)改成高次的話, 是否仍然可行? 此外,

他們兩位所寫的式子都幾乎各佔滿了黑板的

半個版面, 而繁複的式子也真叫人難於檢驗

其中的對錯。

我做了以上的評論。

於是, 我問說: 有誰可以提供較簡單的

解法?

沒有任何反應, 感覺似乎大家都有些無

奈, 只能如此, 別無它法了。

我又說: 也許有那種方法, 不須靠繁

複的運算, 說不定還可以應用到f(x)是一般

的n次式呢?

離下課還有幾分鐘, 我繼續說: 好吧, 這

堂課的討論暫時到此, 剩下時間你們繼續想

一想我剛提的問題。

下課休息時間, 我仍在辦公桌前想我剛

提的問題, 一位學生走近身旁, 後面跟著有三

四位同學, 他跟我提了幾個看來非常簡短的

式子, 問我說這樣子可算是證明嗎? 我一時

無法完全會意, 便回說: 下一堂課時, 你何不

把想法寫在黑板上, 讓大家一起來聽看評理?

上課鐘響了, 他在黑板上寫下了他的想

法:

已知 f(x) = x2 + ax + b

g(x) = f(f(x))

令 f(α) = α

所以 g(α) = f(f(α)) = f(α) = α

同理, 令 f(β) = β 也會有g(β) = β

所以 f(x) = x 與 g(x)=x有公根α及β

故 f(x) − x能整除g(x) − x
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底下學生們的反應, 有一兩個面露微笑地點

著頭, 大部分的則是茫茫然, 看來不懂的樣

子。

讀者諸君, 當我看完這位學生的解法時,

心理實在是非常的興奮, 因為, 以一位高一的

新生而能夠從這般不同的角度, 切入這個問

題, 真的不簡單, 相當有創意, 值得大加稱讚,

於是在大部分學生仍陷於茫然之際, 我在黑

板上寫了一個斗大的“讚!!”字在他的想法旁

邊, 學生頓時由茫然轉變成個個睜大了眼, 教

室裡忽地興起了一股期待的氣氛。

上面所寫的想法, 之中的一兩個步驟雖

然交代的不算明白, 而且也未考慮在α =

β時的情形, 但是想法的簡潔, 實在教人賞

心悅目。 我瞭解大部分的學生對“令f(α) =

α及 f(β) = β”這兩步關鍵處不甚明白, 於

是作了下面的補充:

考慮方程式f(x) = x, 它是一個二次

方程, 有兩根, 令為α與β, 當α 6= β時,

f(α) = α及f(β) = β這兩個式子都

將導致g(α) = α及 g(β) = β, 也

就是說如果α與β是f(x) = x的相異兩根,

則α與β也是g(x) = x的兩個相異根, 因

此f(x)−x便也是g(x)−x的因式。至於α =

β時, 或者進一步考慮f(x)是一般的n次多項

式, 而f(x) = x有重根時, 我們可以用多

項式的重根定理來處理較為方便, 這方面的

內容對高一新生來說不容易用三言兩語交代

清楚, 只能留待學過微積分之後再作說明了

[註]。

下課了, 黑板上的想法及補充的說明都

還留著, 學生則陸陸續續地離開了教室。 不

久, 下一堂課高二班的學生三三兩兩的又走

了進來, 一位較早到達的學生, 習慣性地擦掉

黑板上的東西, 這一次, 他留下了那個斗大

的“讚!!”字以及旁邊所寫的想法, 並且注視良

久, 整個人一動也未動, 像是僵硬在那裡, 這

個舉動引起了後來學生的注意, 大家都不約

而同地跟著注視黑板上的東西, 原本在未正

式講課之前都是鬧嗡嗡的一片, 這時卻是出

奇的安靜, 教室裡逐漸瀰漫著一股期待的氣

氛。

我開始把剛剛上一堂課發生的一些事情

告訴他們, 之後, 我感覺到他們內心所受到的

震撼, 而我心中的興奮卻一直持續著, 即使到

接近停筆的這個時刻。

註: 所謂多項式的重根定理是這樣的:

設 F (x) 為 x 的 n 次多項式, 若 α 是

方程式 F (x) = 0 的k重根, (2 ≤ k ≤ n),

則α也是方程式F ′(x) = 0 的k − 1重根。

根據這個定理, 我們立即得到:

若α是方程式F (x) = 0是k重根, 則

有F (α) = F ′(α) = · · · = F (k−1)(α) = 0。

反之, 如果有F (α) = F ′(α) = · · · =

F (k−1)(α) = 0, 容易證明(x−α)k是F (x)的

一個因式, 即α是方程式F (x) = 0 的k重根。

現在回到原來的問題上。

如果α是方程式F (x) ≡ f(x)−x = 0的k重

根, 則有

F (α) = F ′(α)= · · ·=F (k−1)(α) = 0, 即

f(α) = α, f ′(α) = 1,
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f ′′(α) = · · · = f (k−1)(α) = 0

令 G(x) ≡ g(x) − x = f(f(x)) − x

則 G′(x) = f ′(f(x)) · f ′(x) − 1

G′′(x) = f ′′(f(x))·f ′(x)2+f ′(f(x))·f ′′(x)

G′′′(x) = · · ·

因此

G(α) = f(f(α)) − α = f(α) − α = 0

G′(α) = f ′(f(α)) · f ′(α)−1=f ′(α)2−1=0

G′′(α) = f ′′(f(α))·f ′(α)2+f ′(f(α))·f ′′(α)=0

G′′′(α) = 0

...

G(k−1)(α) = 0

所以α也是方程式G(x) = 0的k重根。

故我們有如下的結論:

若 α 是 f(x)−x = 0 的 k重根, 則α也

是 f(f(x)) − x = 0 的 k 重根。

綜合之, 我們得到: 方程式f(x) − x =

0的所有根, 都是方程式f(f(x))− x = 0 的

根, 所以f(x) − x恆為f(f(x)) − x的因式。

—本文作者任教於新竹科學園區實驗高中—


