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本文將向高中及大學非數學專業學生介

紹十年前的一項數學發現: 圓周不能鋪滿平

面, 卻能填滿整個空間。

一. 鋪填問題

鋪填問題說的是用圓周充填平面和空間

的問題。 讀者可能會想, 這還不是很簡單的

嗎? 只要拼命推上去, 總會填滿的。 比方說

要用圓周鋪填一個平面, 只需過平面上的每

一點, 都作一個圓 (見圖1), 不就填滿了嗎?

圖1

不錯, 如果沒有任何規則, 只是亂七八糟

地堆砌, 那麼鋪填問題也就不成其為問題了。

事實上, 在數學上用圓周鋪填平面和空間, 必

須遵守兩個原則:

1. 空間或平面被填滿, 意即在空間中或

在平面上的每一個點都有一個圓周經過;

2. 圓周之間無粘連相交, 意即任何兩個

圓周不得相交, 亦即每一個點只屬於一個圓

周。

明暸了規則, 就不難看出如圖1所示的

做法是犯規的。

二. 圓周鋪不滿平面

數學家們早就知道圓周無法鋪滿平面。

這是為什麼呢?

設想有人宣稱他已經用圓周鋪滿平面。

我們用下面的方法必定能找出其中的破綻。

請他在“鋪滿”平面的圓周中, 任意地取

出一個, 記作Co。 設Co的直徑是D, 圓心

是a1。 既然圓周“鋪滿”了平面, 就一定有一個

經過a1的圓周, 把它記作C1。 C1的直徑肯定

比C0的直徑D的一半還要小, 否則C1與C0相

交。 設C1的圓心是a2, 再把經過a2的圓周叫

做C2。 根據同樣道理, C2的直徑比C1的一半

還要小。

設C2的圓心是a3, 再將經過a3的圓周記

作 C3。 如此一次一次做下去, 就會得到一組

圓周 C0, C1, C2, . . . , Ck, . . ., 它們有兩個性

質 (見圖2):
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(1) 一個套住一個: C0套住C1, C1套

住C2, . . . , Ck套住Ck+1, . . .;

(2) 後一個的直徑比前一個的直徑的一

半還要小, 因此Ck的直徑小於D/2k。

圖2

這樣的一組急劇縮小的圓周最後將套住

一個點a。 我們要証明a就是他的破綻: 沒有一

個圓周經過a點!

理由何在? 假若有經過a的圓周c, 設它

的直徑為d。 當然有d > 0, 否則C不是圓周。

注意當k增大時D/2k對半對半地減小, 且越

來越接近0。 於是我們總可以找到一個k, 使

得D/2k < d。 這時, 既要使Ck套住C, 又要

令Ck的直徑小於d, 除非犯規, 否則是辨不到

的。 所以a沒有被圓周舖住, 也就是說, 圓周

沒有舖滿平面。

問題就 出 在一個點上。 有 趣 的

是, 平面不能用圓周舖滿。 但挖去一個

點的 平面卻 可 以 很 輕 易 地被圓 周 舖 滿。

如圖三所示, 所有互不相交的同心圓

周, 把挖去圓心這一點的平面舖滿了。

圖3

三. 試試用球面填空間

下面考慮的是, 怎樣用圓周填滿空間。

在解決這一問題之前, 我們先試試能否用球

面填滿空間。

在空間中隨意 固 定一個點記作O。

以O為球心的所有同心球面, 差一點就把空

間填滿了。 所差的一點就是O本身, 如果能夠

把O去掉, 那該多好!

不過, 即使用球面填滿了空間,還要考慮

怎樣用圓周填滿球面。 設想在球面上畫出緯

線, 所有緯線“差兩點”就把球面填滿了 (見圖

4)。 這兩點可以看作是南極和北極。

圖4

用圓周填球面, 就差了兩個點。 事實上,

只要在球面上任意挖掉兩點, 這兩點不必是

南極和北極, 我們就可以用圓周舖滿這個球

面。 例如: 設挖掉的兩點是u和v, 過u,v分別

作球面的切平面。 如果兩個切平面平行, 那
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麼把u當北極, v當南極, 所有緯線可填滿挖

去u, v兩點的球面。 如果兩切平面不平行 (圖

5), 它們就相交於一條直線。那麼過這條直線

且夾在兩個切平面之間的任何平面, 與球面

均可相交成圓周。 所有這些圓周互不粘連, 且

把挖掉u,v兩點的球面填滿了 (圖6)。

圖5

圖6

四. 借用一直線, 圓周即可充

填空間

從前分析可以知道, 若去掉經過O點的

直線, 則以O為球心的挖掉兩個點的同心球

面, 可以填滿餘下的整個空間。這些缺少兩個

點的球面, 都可以如上 所述分割成互不相交

的圓周。 將所有這些缺少兩個點的球面上的

圓周算在一起, 我們就知道, 借用一條直線,

或者說空間中去掉一條直線, 就可以用圓周

充填餘下的空間。 圖7 就是這種充填方式的

側視示意圖。

圖7

照理說, 那一條直線可以看作是半徑無

窮大的圓周。這樣, 用圓周充填空間的問題似

乎也得到一種答案。 可惜, 這樣勉強交差講不

過去。 事實上, 如果直線可以看作是圓周, 平

面舖填和空間充填問題也就未免太簡單了。

五. 圓周巧填空間

用球面填充空間和用圓周填充球面的嘗

試, 表明不能圓滿地解決問題, 它們不是差

一點, 就是差兩點。 然而, 失敗往往孕育著

成功。 因為我們知道了所有同心球面可以填

滿挖去球心的空間, 被任意挖掉兩點的球面

可以用圓周填滿。 正是在這個基礎上, 瑞典

斯德哥爾摩大學數學系的舒爾金 (Andrzej

Szulkin) 設計了一種巧妙的方法, 從每個

同心球面上挖掉兩個點, 這些點與同心球心

O一起, 恰好填成一個個無粘連相交的且半徑

都等於1的小圓周, 而每個被挖掉兩點的球面

又都可用圓周填滿。 這樣整個空間就被圓周

填滿了!

舒爾金是怎麼做到的呢? 圖 8 是側

視示意圖: 過同心球面的球心O作一個平面,

在這個平面上過O畫一條直線, 把這條直

線看作是以0為原點的數軸。 以數軸上的坐
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標為1, 5, 9, 13, . . . 和−3,−7,−11, . . . 即

4m + 1, m = 0,±1, . . . 的點為圓心, 在

平面上作出一串半徑為1的圓周, 那麼空間裡

每個以O為球心的球面都與小圓周相交於兩

點。 它們或者是一個球面與某一個小圓周相

交於兩點 (如圖8中C和C ′那樣的球面), 或

者是一個球面與小圓周在數軸上相交 (如圖8

中A,B那樣的球面)。 此時, 該球面若與一個

小圓周的左端點相交, 則它必定還與另一個

小圓周的右端點相交。這樣, 所有的同心球面

就都被挖掉兩點, 於是我們由第三部分可知

這些球面均可以被圓周填滿; 而挖掉的所有

的點恰好與O(同心球心) 一起, 填成上述以

數軸上的坐標為4m + 1, m = 0,±1, . . .的

點為圓心的半徑都是1的小圓周。

至此, 用圓周填滿空間的問題就圓滿解

決了。
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圖8
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