
三角形的內切橢圓

何聖宗·賴堯暉

我們以前學過一些圓的切線的性質, 例

如: 過圓外一點與圓相切的兩線段必等長, 三

角形的內切圓唯一存在, 而且我們知道如何

去找它。 圓可當作橢圓的特例, 如果考慮三角

形的內切橢圓, 會有那些性質呢? 例如: 是

否唯一 (因為圓是橢圓的特例, 故已知存在)?

如何去找它?

我們知道圓是平面上與某定點距離為定

值之所有點的軌跡, 而橢圓則是平面上與某

兩定點距離和為定值之所有點的軌跡, 此二

點稱為橢圓的焦點。 因此橢圓完全由二焦點

及其上一點來決定, 顯然在橢圓的討論中, 焦

點扮演了很重要的角色。

首先, 我們想要了解橢圓切線的基本性

質, 特別是它和圓的切線所具有的性質可以

做何比較。 我們發覺在文獻上有關此問題的

討論並不多, 較重要的性質有:

1. 橢圓之任意切線與過切點的兩焦半徑所

夾銳角相等。

圖一

這個性質就是 「圓的切線與過其切點

之圓的直徑互相垂直」 之性質的推廣。 此

性質一般書上都有證明, 我們可以簡單這樣

看: 直線AB與橢圓的切點P 是此直線上與

焦點F , F ′距離和為最小的點, 若以F1表F對

直線AB的對稱點, 則由距離和為最小的性

質得知F ′PF1 為一直線, 所以 6 APF ′ =

6 F1PB = 6 FPB (因為PB垂直平

分FF1)。

2. P為橢圓外一點, 自P作橢圓的二條切線

切橢圓於A,B, F, F ′ 為橢圓之兩焦點,

則 6 APF ′ = 6 BPF 。

對應於圓的情形: 圓O外一點P作圓的

二切線與OP所夾之角相等。 此性質與後面的

討論無關, 故省略其證明。

如果給定一直線L及直線外一點P , 則

我們就知道如何以P為圓心作一圓與L 相切,

類似的性質在橢圓的情形也成立:

3. 給定兩相異點 F, F ′ 及一直線 L, 且

線段 FF ′ 與L不相交, 則恰有一橢圓

以F, F ′為焦點且與L相切。

這個性質的證明可以這樣解釋: 令P點

為L上與F, F ′ 距離之和為最小的點 (只

要取 F 對 L 的對稱點F1, 連接F ′F1
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與 L 的交點即為P ), 則以F, F ′為焦點且

過P之橢圓Γ即為所求。 由P點的選取知L只

與Γ在P相交, 故P為切點。

由於書上討論的不多, 我們從最基本的

性質開始:

給定一個焦點為F, F ′的橢圓Γ, 我們可

以選擇坐標系, 以連線FF ′為x軸, FF ′的

中垂線為y軸, 則在此坐標系下Γ可以表示成

x2

a2 + y2

b2
= 1。 而Γ上任意點可表示為

(a cos θ, b sin θ)且 0 ≤ θ < 2π, 設過

橢圓Γ上一點(a cosθ, b sin θ) 的切線方程式

為y− b sin θ = m(x−a cos θ), 將此式代入

橢圓的方程式得

x2

a2
+

(m(x− a cos θ) + b sin θ)2

b2
= 1,

化簡此式得

b2x2 + a2m2(x2 + a2 cos2 θ − 2ax cos θ)

+a2b2 sin2 θ + 2a2bm sin θ(x− a cos θ)

= a2b2, 由根與係數的關係

⇒ a3m2 cos θ − a2bm sin θ

a2m2 + b2
= a cos θ

(因a cos θ是上式的唯一解)

⇒ −a2bm sin θ = ab2 cos θ

⇒ m = −b cos θ

a sin θ
,

故切線方程式為a sin θy+b cos θx = ab

設P1(a cos θ1, b sin θ1), P2(a cos θ2, b sin θ2),

P3(a cos θ3, b sin θ3)為 橢 圓 上 三 個 相 異

點, 且過P1, P2, P3 之切線兩兩相交

於A3, A1, A2

圖二

(如圖二)。 可設0 ≤ θ1 < θ2 < θ3 < 2π,

且相鄰兩者之差小於π。 以L1, L2, L3分別表

過P1, P2, P3 與橢圓相切的直線, 則其方程式

分別為

L1 : a sin θ1y + b cos θ1x = ab

L2 : a sin θ2y + b cos θ2x = ab

L3 : a sin θ3y + b cos θ3x = ab

設L1, L2的交點為A3(x3, y3), 則

x3 =

∣

∣

∣

∣

∣

ab a sin θ1

ab a sin θ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b cos θ1 a sin θ1

b cos θ2 a sin θ2

∣

∣

∣

∣

∣

=
a(sin θ2 − sin θ1)

sin θ2 cos θ1 − sin θ1 cos θ2

=
a(sin θ2 − sin θ1)

sin(θ2 − θ1)

y3 =

∣

∣

∣

∣

∣

ab b cos θ1

ab b cos θ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a sin θ1 b cos θ1

a sin θ2 b cos θ2

∣

∣

∣

∣

∣

=
b(cos θ2 − cos θ1)

sin θ2 cos θ1 − sin θ1 cos θ2

=
b(cos θ1 − cos θ2)

sin(θ2 − θ1)
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同理, L2, L3的交點為

A1

(

a(sin θ3 − sin θ2)

sin(θ3 − θ2)
,
b(cos θ2 − cos θ3)

sin(θ3 − θ2)

)

,

L3, L1的交點為

A2

(

a(sin θ1 − sin θ3)

sin(θ1 − θ3)
,
b(cos θ3 − cos θ1)

sin(θ1 − θ3)

)

。

由圖二, △OA3P2之面積為

1

2

∣

∣

∣

∣

∣

b

sin θ2

(

a(sin θ2 − sin θ1)

sin(θ2 − θ1)
− a cos θ2

)∣

∣

∣

∣

∣

=
ab

2

∣

∣

∣

∣

∣

1

sin θ2
· A

sin(θ2 − θ1)

∣

∣

∣

∣

∣

(其中 A=sin θ2−sin θ1−sin θ2 cos θ1 cos θ2

+ sin θ1 cos2 θ2)

=
ab

2

∣

∣

∣

∣

∣

B

sin θ2 sin(θ2 − θ1)

∣

∣

∣

∣

∣

(其中 B = sin θ2 − sin θ1(1 − cos2 θ2)

− sin θ2 cos θ1 cos θ2)

=
ab

2

∣

∣

∣

∣

∣

1 − cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2
sin(θ2 − θ1)

∣

∣

∣

∣

∣

=
ab

2

∣

∣

∣

∣

∣

1 − cos(θ2 − θ1)

sin(θ2 − θ1)

∣

∣

∣

∣

∣

在以上計算過程中, 我們假設了θ2 6= π, 但

在θ2 = π時, 由圖一可知△OA3P2之面積為

ab
2

∣

∣

∣

1+cos θ1

sin θ1

∣

∣

∣, 故上述面積公式依然成立。 同

理, 在θ1 6= π
2
時△OA3P1面積為

1

2

∣

∣

∣

∣

∣

a

cos θ1

(

b(cos θ1 − cos θ2)

sin(θ2 − θ1)
− b sin θ1

)∣

∣

∣

∣

∣

=
ab

2

∣

∣

∣

∣

∣

1 − cos(θ2 − θ1)

sin(θ2 − θ1)

∣

∣

∣

∣

∣

而在θ1=
π
2
時△OA3P1之面積為ab

2

∣

∣

∣

1−sin θ2

cos θ2

∣

∣

∣,

故上述公式在此情形依然成立。 因此我們得

到

定理一: 自橢圓外一點作兩切線與橢圓中心

所成之兩三角形面積相等。

利用此定理, 我們可以證明

定理二: 三角形內切橢圓在各邊之切點將三

邊所分線段比值之乘積為1。

證明: 由圖二, △OA1P2之面積=

△OA1P3之面積= α, △OA3P2之面積=

△OA3P1 之面積 = β, △OA2P3之面

積= △OA2P1之面積= γ, 則

A1P2

P2A3

× A3P1

P1A2

× A2P3

P3A1

=
α

β
× β

γ
× γ

α
= 1

根據西瓦定理, A1P1, A2P2, A3P3 交

於三角形內一點, 則一個很自然的問題是: 此

交點是否為橢圓中心? 在一般情形下, 這是

不對的。 事實上, 我們發現了下述定理。

定理三: 三角形各頂點與內切橢圓在對邊上

之切點的連線交於橢圓中心⇔ 切點均為中

點。

證明:若橢圓中心(0, 0)在A1P1上, 則A1P1

之斜率滿足

− b sin θ1
a cos θ1

=
b(cos θ2 − cos θ3)

a(sin θ3 − sin θ2)
⇒ − sin θ1 sin θ2 + sin θ1 sin θ3

= cos θ1 cos θ2 − cos θ1 cos θ3

⇒ cos(θ1 − θ2) = cos(θ1 − θ3)

⇒ | sin(θ1 − θ2)| = | sin(θ1 − θ3)|

同理, 若A3P3過(0, 0), 則

cos(θ2 − θ3) = cos(θ1 − θ3)

= cos(θ1 − θ2) ⇒ | sin(θ2 − θ3)|
= sin(θ1 − θ3) = | sin(θ1 − θ2)|
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此時,

△OP1A3之面積

=
ab

2

∣

∣

∣

∣

∣

1 − cos(θ2 − θ1)

sin(θ2 − θ1)

∣

∣

∣

∣

∣

=
ab

2

∣

∣

∣

∣

∣

1 − cos(θ1 − θ3)

sin(θ1 − θ3)

∣

∣

∣

∣

∣

= △OP1A2之面積,

故A2P1 = A3P1, P1為中點。

同理, P2, P3亦分別為A3A1, A1A2 之中點。

反之, 若P1是A2A3的中點, 則△A1P1A2與

△A1P1A3面積相等, 且△OP1A2 與

△OP1A3 面積相等。 由定理一及上式得

知 △OA1A2 與△OA1A3等面積, 故O 必

在A1P1上。 因此當 P1, P2, P3均為中點時,

三角形各頂點與內切橢圓在對邊上之切點的

連線交於橢圓中心。 換言之, 定理三之逆命題

成立。

現在讓我們來看看: 當P1, P2, P3為三

邊中點時, 我們已設

0 ≤ θ1 < θ2 < θ3 < 2π,

且 0 < θ2 − θ1, θ3 − θ2 < π,

由於

cos(θ2−θ1) = cos(θ3−θ2)
= cos(θ3−θ1),

我們得到

θ2−θ1 = θ3−θ2
= 2π−(θ3−θ1),

所以均為2
3
π, 因此得知

cos(θ2 − θ1) = cos(θ3 − θ2)

= cos(θ1 − θ3) = −1

2
, sin(θ2 − θ1)

= sin(θ3 − θ2) = sin(θ1 − θ3) =

√
3

2
,

因此A1之坐標為

(
2a√

3
(sin(θ1 +

4

3
π) − sin(θ1 +

2

3
π)),

2b√
3
(cos(θ1 +

2

3
π) − cos(θ1 +

4

3
π)))

= (−2a cos θ1,−2b sin θ1),

同理, A2之坐標為

(
2a√

3
(sin θ1 − sin(θ1 +

4

3
π)),

2b√
3
(cos(θ1 +

4

3
π) − cos θ1)

= (a(
√

3 sin θ1+cos θ1), b(sin θ1−
√

3 cos θ1));

A3之 坐標為

(
2a√

3
(sin(θ1 +

2

3
π) − sin θ1),

2b√
3
(cos θ1 − cos(θ1 +

2

3
π)))

= (a(cos θ1−
√

3 sin θ1), b(
√

3 cos θ1+sin θ1))。

這些式子將在後面用到, 既然剛剛證明

了定理三, 現在就順便計算出來。

其次 , 一個很有趣的問題是: 定理

二之逆敘述是否成立? 換言之, 給三角形

三邊上三個分點使所分線段比值之乘積為1,

是否存在橢圓內切三角形於此三點? 由

於標準橢圓的方程式比較容易表示, 所以
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我們先來考慮等腰三角形的情形。 給定一等

腰△ABC(如圖三), 可以選定坐標系以底

邊BC 為y軸, 底邊中線OA為x軸, 令三頂點

為A(α, 0), B(0, γ), C(0,−γ), 此處α, γ >

0, 因為我們只考慮標準橢圓, 所以讓我們

假設橢圓切BC 於中點O, 則在兩腰上的切

點P1, P2必滿足AP1 = AP2 (因為

AP1

AB −AP1

· AC −AP2

AP2

= 1).

圖三

故可設P1(x0, y0), P2(x0,−y0), 0 <

y0 < γ, 直線AB之方程式為 x
α

+ y
γ

= 1。

由對稱性可知x軸必為橢圓之長軸或短軸, 因

此我們可以設橢圓中心為(h, 0), 方程式為

(x− h)2

a2
+
y2

b2
= 1,

而因為x 軸是橢圓之一軸且橢圓與BC相

切於O點, 故a = h。 由定理一我們得

知△OBQ, △P1BQ 面積相等, 故

1

2
hγ =

1

2
(α− h)(γ − y0),

由此即可得

h =
α(γ − y0)

2γ − y0

;

又(x0, y0)在橢圓上, 我們得到

y2
0

b2
= 1 − (x0 − h)2

h2
=

−x2
0 + 2x0h

h2
,

且因(x0, y0)在直線AB上, 滿足

x0

α
+
y0

γ
= 1,

將

x0 =
α(γ − y0)

γ

代入

b2 =
y2

0h
2

−x2
0 + 2x0h

得到

b2 =
y2

0h
2

α(y0−γ)
γ

× (γ−y0)−2αγ
γ

=
α2(γ−y0)

2

(2γ−y0)2
× γ2y2

0

−α2(γ−y0)2+2α2γ(γ−y0)2

2γ−y0

=
γ2y2

0

(2γ − y0)2 × y0

2γ−y0

=
γ2y0

2γ − y0
,

因此橢圓方程式為

(x− α(γ−y0)
2γ−y0

)2

(α(γ−y0)
2γ−y0

)2
+

(2γ − y0)y
2

γ2y0
= 1, 即

((2γ − y0)x−α(γ−y0))
2

α2(γ−y0)2
+

(2γ−y0)y
2

γ2y0

=1

我們證明了

定理四: 等腰△ABC腰上任給二對稱點P1,

P2 (AP1 = AP2) 都可找到一個橢圓切兩腰

於P1, P2, 且切底邊BC於其中點。

換言之, 定理二之逆命題在此特殊情形

是成立的。 我們相信這個性質在一般情形也

是成立的, 只是一般橢圓的方程式極不易表

示, 因此我們還沒有找到此臆測的證明方法。
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不過由定理四至少可以相信三角形的內切橢

圓有無限多個, 如果我們考慮一個正三角形,

則對於每一個邊, 我們都可以找到一個橢圓

切此邊於中點, 且切另外兩邊於任意給定的

兩對稱點, 因此我們得到了三 「群」 內切橢圓。

對於上述等腰三角形的內切標準橢圓,

其圖形之變化情形, 我們可再詳加討論如下:

a2 − b2

=
1

(2γ − y0)2
(α2(γ−y0)

2−γ2y0(2γ − y0))

=
1

(2γ−y0)2
(y2

0(α
2+γ2)−2γy0(α

2+γ2)+α2γ2)

=
(α2 + γ2)(γ − y0)

2−γ4

(2γ − y0)2

=
α2 + γ2

(2γ − y0)2
((γ − y0)

2− γ4

α2+γ2
),

此處0 < y0 < γ。

i) a2 > b2 ⇔ (γ − y0)
2 > γ4

α2+γ2 ⇔ 0 <

y0 < γ(1− γ√
α2+γ2

), 此時長軸為x軸。

ii) a2 = b2 ⇔ y0 = γ(1 − γ√
α2+γ2

), 此時

為內切圓。

iii) a2 < b2 ⇔ γ(1− γ√
α2+γ2

) < y0 < γ,

此時x軸為短軸, 長軸與y軸平行。

同時, 我們可以知道這些內切橢圓的面積分

別為

πab = π
α(γ − y0)

2γ − y0

√
y0γ√

2γ − y0

=
παγ(γ − y0)

√
y0

(2γ − y0)3/2

現在讓我們來看一個實例: 考慮頂點

分別為 A(1, 0), B(0, 1), C(0,−1)的等腰

三角形, 取兩腰的中點P1(
1
2
, 1

2
), P2(

1
2
,−1

2
),

則由定理四證明過程的公式得知內切三邊

於P1, P2, O之橢圓方程式為

(x− 1
3
)2

1
9

+
y2

1
3

= 1,

亦即

(3x− 1)2 + 3y2 = 1。

此橢圓之焦距c滿足

c2 =
1

3
− 1

9
=

2

9
,

故焦點為

(
1

3
,±

√
2

3
)。

圖四

在此例子中, 若將平面上的點以複數坐標表

示, 則頂點分別為A(1), B(i), C(−i), 橢圓

的焦點為
1

3
±

√
2

3
i,

以焦點為零位的二次多項式為

g(x) = 3x2 − 2x+ 1,
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而以頂點為零位的三次多項式為

f(x) = (x−1)(x2 +1) = x3−x2 +x−1,

我們發現g(x)恰為f(x)的導函數f ′(x)。 此現

象對於一般情形是否成立呢? 我們考慮圖二

的一般等腰三角形, 所找出來的內切橢圓

(x− a)2

a2
+
y2

b2
= 1

之焦點有下列兩種可能:

i) a2 ≥ b2時, 焦點為(a± c, 0), 以實數a±
c 為零位的二次多項式為x2 − 2ax +

b2(因為(a+c)(a−c) = a2−c2 = b2)。

ii) a2 ≤ b2時, 焦點為(a,±c), 以a ± ci

為零位的二次多項式也是x2 − 2ax +

b2(因為(a + ci)(a − ci) = a2 + c2 =

b2)。

當 切 點P1, P2為 兩 腰 之 中 點 時,

即P1(
α
2
, γ

2
)

, 則由定理四的公式得知橢圓的兩軸滿足

a = h =
a· γ

2

2γ− γ

2

= α
3
,

b2 =
γ2· γ

2

2γ− γ

2

= γ2

3
,

因此橢圓的方程式為

9(x− α
3
)2

α2
+

3y2

γ2
= 1,

由前段的討論可知以兩焦點為零位的二次多

項式為g(x) = 3x2 − 2αx + γ2, 以三

頂點α,±γi為零位的三次多項式是f(x) =

(x−α)(x2 +γ2) = x3−αx2 +γ2x−αγ2,

簡單地計算後可知f ′(x) = g(x)。 因此我們

證明了下面這有趣的定理

定理五: 設f(x)表實係數三次多項式, 且

其三個零位在複數平面上不共線, 則以導函

數f ′(x)之二個零位為焦點的橢圓中有一個恰

為以f(x) = 0 的三根為頂點之三角形的內切

橢圓, 且切點均為中點。

討論: f(x)為實係數三次多項式, 故f(x) =

0必有一實根, 又因為我們已假設三根不共線

(才能形成一個三角形), 另二根必為共軛虛

根, 故此時f(x) = 0的三根所決定的三角形

必等腰, 所以我們已經證明了定理五。

這個定理告訴我們三次實係數多項

式f(x)和它的導函數f ′(x) 間的關係與三角

形之內切橢圓有關。 這真是一個令人驚奇的

性質。

如果我們考慮一般三角形以及切其三邊

於中點的橢圓, 以三頂點為零位的三次多項

式與以橢圓焦點為零位的二次多項式之間是

否也有類似性質呢?

回到圖二, 考慮橢圓x2

a2 + y2

b2
= 1, 並

且 設P1, P2, P3分 別 為A2A3, A3A1, A1A2

的 中 點, 將A1, A2, A3的 坐 標 表 成 複

數z1, z2, z3, 則由前面的計算得知

z1 = α1 + β1i = −2a cos θ1 − 2b sin θ1i,

z2 = α2 + β2i = a(
√

3 sin θ1 + cos θ1)

+b(sin θ1 −
√

3 cos θ1)i,

z3 = α3 + β3i = a(cos θ1 −
√

3 sin θ1)

+b(
√

3 cos θ1 + sin θ1)i

因此z1 + z2 + z3 = 0

z1z2 + z2z3 + z3z1 = −z2
1 + z2z3

= −(α2
1 − β2

1 + 2α1β1i)

+(α2α3 − β2β3) + (α2β3 + α3β2)



8 數學傳播 十八卷三期 民83年9月

= −4(a2 cos2 θ1 − b2 sin2 θ1

+2ab sin θ1 cos θ1)+a
2(cos2 θ1−3 sin2 θ1)

−b2(sin2 θ1−3 cos2 θ1)+8ab sin θ1 cos θ1i

= −3a2 cos2 θ1 + 4b2 sin2 θ1 − 3a2 sin2 θ1

−b2 sin2 θ1 + 3b2 cos2 θ1

= (−3a2 + 3b2)(sin2 θ1 + cos2 θ1)

= 3(b2 − a2)

因 此 以z1, z2, z3為 零 位 的 三 次 多 項 式

是f(x) = x3 ± 3c2x + k, 其中k =

−z1z2z3為一常數。 橢圓長軸在x軸上時,

f(x) = x3 − 3c2x+ k, 而以焦點±c為零位

的二次多項式是g(x) = 3x2 − 3c2 = f ′(x);

當橢圓的長軸在y 軸上時, f(x) = x3 +

3c2x + k, 此時焦點為±ci, 以其為零位的二

次多項式是g(x) = 3x2 + 3c2 = f ′(x)。 所

以定理五可推廣到複係數的情形。

定理五′: 設f(x)表複係數三次多項式, 且其

三個零位在複數平面上不共線, 則以其導函

數f ′(x) 的二個零位為焦點的橢圓中有一個

恰為以f(x) = 0的三根為頂點之三角形的內

切橢圓, 且切點均為中點。

此定理提供了一個找內切於所給三角形

之各邊中點的橢圓的方法。 現在讓我們來看

一個例子:

例: 考慮多項式f(x) = x3−225x−2(616−
1521i), 其零位為−16 − 6i, 2(4 + 3

√
3) +

(3−4
√

3)i, 2(4−3
√

3)+(3+4
√

3)i, 則其

導函數f ′(x) = 3x2 − 225 的零位為±5
√

3。

由前述定理, 以f(x) 的零位為頂點的三角形

有一個內切橢圓以(5
√

3, 0)(−5
√

3, 0)為焦

點, 而切三角形之一邊於其中點P1(8, 3), 故

此橢圓之長軸為x軸, 且

2a =
√

(5
√

3 + 8)2 + 9 +
√

(5
√

3 − 8)2 + 9

= 10 + 4
√

3 + 10 − 4
√

3 − 20,

故 a = 10,

b =
√
a2 − c2 =

√
100 − 75 = 5,

而橢圓的方程式為 x2

100
+ y2

25
= 1。

我們再看一個“真正的”例子:

例: 考慮多項式f(x) = (x+1)(x−2)(x−i),
其零位為−1, 2, i, 導函數f ′(x) = 3x2−(2+

2i)x− 2 + i的零位為

1 + i

3
± (

√√
37 + 6

18
−
√√

37 − 6

18
i)

(此處我們是用計算機得到的)。 以此兩點為

焦點的橢圓Γ之中心在(1
3
, 1

3
), 焦距 c 滿

足c2 =
√

37
9

; 設此橢圓之長軸長為a。 為了簡

單, 我們令

α =

√√
37 + 6

18
, β =

√√
37 − 6

18
,

u = x− 1

3
, v = y − 1

3
;

則Γ上的點(x, y)滿足

(u− α)2 + (v + β)2

= (2a−
√

(u+ α)2 + (v − β)2))2,

化簡此式得

a2((u+ α)2 + (v − β)2)

= (a2 + αu− βv)2,
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展開得

(a2 − α2)u2 +
1

9
uv + (a2 − β2)v2

+a2(

√
37

9
− a2) = 0。

設Γ與(−1, 0), (2, 0)之連線y = 0相切, 代入

上式得一元二次方程式

(a2−
√

37+6

18
)u2− 1

27
u

+
1

9
(a2 −

√
37−6

18
)+

√
37

9
a2−a4 = 0,

由於此式僅有一解, 故判別式為

0 = (
1

27
)2 − 4(a2 −

√
37 − 6

18
)

·(−a4 +

√
37 + 1

9
a2 −

√
37 − 6

162
)

= 4a2(a4 − 3
√

37 + 8

18
a2 +

37 + 8
√

37

162
)

= 4a2(a2 −
√

37

9
)(a2 −

√
37 + 8

18
),

但a2 > c2 =
√

37
9
, 故a2 =

√
37+8
18

。 由此得知

橢圓Γ 之方程式為

(x−1

3
)2+(x−1

3
)(y−1

3
)+7(y−1

3
)2 =

3

4
。

考慮頂點為A(0, 1), B(−1, 0), C(2, 0)

之三角形, 則邊BC(方程式為y = 0) 與Γ

之交點之x−座標滿足(x − 1
3
)2 − 1

3
(x −

1
3
) + 7

9
− 3

4
= 0, 此式有唯一解x = 1

2
;

同理AB邊y = x + 1與Γ之交點之 x−座標

滿足(x − 1
3
)2 + (x − 1

3
)(x − 1

3
+ 1) +

7(x − 1
3

+ 1)2 − 3
4

= 0, 即x = −1
2
;

而AC邊y = 1 − x
2

與Γ之交點的x−座標

為x = 1。 故橢圓Γ與三邊BC,AB,AC分別

切於(1
2
, 0), (−1

2
, 1

2
), (1, 1

2
), 不難驗證均為中

點。

可是三角形的其他內切橢圓是否有類似

的求法呢? 考慮圖四的例子, 若橢圓

切AB於P1(
m

m+n
, n

m+n
), 我們設m,n ∈ N ,

由定理四的公式

a =
α(γ − y0)

2γ − y0

, b2 =
γ2y0

2γ − y0

,

因為α = γ = 1, y0 = n
m+n

, 故

a =
m

2m+ n
, b2 =

n

2m+ n
,

以此內切橢圓的焦點為零位的二次多項式是

g(x) = (2m+ n)x2 − 2mx+ n,

考慮f(x) = (x− 1)n(x2 + 1)m, 則

f ′(x) = n(x− 1)n−1(x2 + 1)m +m(x− 1)n

·(x2 + 1)m−1(2x)

= (x− 1)n−1(x2 + 1)m−1g(x)。

因 此f ′(x)的 零 位 除 了f(x)的 零 位 之 外

只 有 內 切 橢 圓 的 焦 點。 接 著 讓 我 們 看

看 一 般 等 腰 三 角 形 的 情 形 (如 圖 三),

設P1(x0, y0)將AB分成AP1 : P1B = m :

n, 則

y0 = mγ
m+n

⇒ a = αn
m+2n

, b2 = γ2m
m+2n

,

故以內切於P1, P2, O之橢圓的焦點為零位的

二次多項式是g(x) = (m+2n)x2−2αnx+

mγ2, 令f(x) = (x − α)m(x2 + γ2)n, 則

f ′(x) = (x − α)m−1(x2 + γ2)n−1g(x)。 因

此我們得到
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定理六: 設等腰三角形之頂點為α,±γi,
考慮多項式f(x) = (x − α)m(x2 +

γ2)n, (m,n ∈ N), 若f ′(x) = (x −
α)m−1(x2+γ2)n−1g(x), 其中g(x)為二次多

項式, 則以g(x)的零位為焦點的橢圓中有一

個內切此三角形於底邊中點, 同時在兩腰上

之切點恰將兩腰長分別分成m : n及n : m。

我們自然也可以問: 一般的三角形可不

可以用類似的方法來找內切橢圓? 讓我們來

看兩個例子:

例: 考慮頂點為A(0, 1)B(−1, 0), C(2, 0)的

三角形, 考慮以−1, 2, i 為零位的多項式

f(x) = (x+ 1)(x− 2)2(x− i)3,

則 f ′(x) = (x− 2)(x+ i)2g(x),

此處g(x) = 2x2 − (1 + i)x− 2

的零位為

1 ±
√√

65 + 8

4
+

1 ±
√√

65 − 8

4
i;

以此兩點為焦點的橢圓Γ 之中心在(1
4
, 1

4
), 焦

距c滿足c2 =
√

65
8

。 以a表長軸之長, 令

u = x− 1

4
, v = y − 1

4
,

α =

√√
65 + 8

4
, β =

√√
65 − 8

4
,

則Γ的點(x, y)滿足

(u+ α)2 + (v + β)2

= (2a−
√

(u− α)2 + (v − β)2)2,

化簡之得

(αu+ βv − a2)2 = a2((u− α)2 + (v − β)2),

亦即

(a2 − α2)u2 + (a2 − β2)v2

−1

8
uv − a2(a2 −

√
65

8
) = 0。

設Γ與BC邊相切, 將BC的方程式y = 0代

入上式得

(a2−
√

65+8

16
)(x−1

4
)2+

1

16
(a2−

√
65−8

16
)

+
1

32
(x−1

4
)−a2(a2−

√
65

8
)=0,

此式有唯一解⇒

0 = (
1

32
)2 + 4(a2 −

√
65 + 8

16
)

×(a4 − 2
√

65 + 1

16
a2 +

√
65 − 8

256
)

= 4a2(a4 − 3
√

65 + 9

16
a2 +

65 + 9
√

65

128
)

= 4a2(a2 −
√

65

8
)(a2 −

√
65 + 9

16
)

⇒ a2 =

√
65 + 9

16
,

故Γ之方程式為

(x−1
4
)2+17(y−1

4
)2−2(x−1

4
)(y−1

4
)=1,

Γ與y = 0之交點的 x− 座標滿足

(x−1

4
)2+

1

8
(x−1

4
)+

17

16
−1 = 0,

此式有唯一解x = 0, 故Γ切BC於O(0, 0);

同理, Γ 與AB邊y = x + 1之交點的 x−座

標僅有一解x = −3
4
, 即Γ切AB於P (−3

4
, 1

4
),



三角形的內切橢圓 11

而Γ與AC 邊y = 1 − x
2
的交點滿

足x = 6
5
, 即切於Q(6

5
, 2

5
)。 容易驗證在

三邊AC,AB,BC的切點將三邊所分線段滿

足BO : CO = 1 : 2, AP : BP = 3 : 1,

AQ : CQ = 3 : 2。

例: 再看以A(0, 1)B(−1, 0)C(3, 0)為頂點

的三角形, 考慮以−1, 3, i 為零位的多項式

f(x) = (x+ 1)(x− 3)3(x− i)4,

則 f ′(x) = 4(x− 3)2(x− i)3g(x),

此處二次多項式g(x)的零位是

1

2
±
√√

745 + 27

32
+(

1

4
±
√√

745−27

32
)i;

以此兩點為焦點的橢圓Γ之中心在(1
2
, 1

4
), 而

焦距c滿足c2 =
√

745
16

, 設 Γ與BC邊相切, 經

類似於前例的計算得知Γ的長軸長度a滿足

a2 =
29 +

√
745

32
,

Γ的方程式為

1

16
(x− 1

2
)2 − 1

4
(x− 1

2
)(y − 1

4
)

+
7

4
(y − 1

4
)2 =

3

32
。

Γ與BC邊y = 0 切於O(0, 0), 與AB邊y =

x + 1 切於P (−4
5
, 1

5
), 與AC邊y = 1 −

x
3
切於Q(12

7
, 3

7
)。 故Γ為三角形ABC 的一個

內切橢圓, 且切點將三邊BC, AB,AC 分

成BO : CO = 1 : 3, AP : BP = 4 : 1,

AQ : CQ = 4 : 3。

由以上兩個例子, 我們可以相信定理六

可以推廣到一般的三角形, 不過前面所使用

的方法很難推廣到一般情形, 因為這時很難

找出θ1, θ2, θ3間的關係, 我們需要用其他方

法來處理這個問題, 目前我們還沒想到可行

辦法。

最後, 我們想要探討三角形之內切橢圓

面積的極值問題。 既然一個給定的三角形可

以有無限多個內切橢圓, 我們可以問: 其中它

們的面積有最大或最小值嗎? 我們還是先來

考慮等腰三角形的情形 (如圖二), 前面說過:

當切點為O,P1(x0, y0), P2(x0,−y0)時, 內

切橢圓面積為
παγ

√
y0(γ−y0)

(2γ−y0)
3

2

。 因為0 < y0 <

γ, 故不會有極小值; 讓我來找
y0(r−y0)2

(2r−y0)3
的極

大值, 為了使符號簡單, 令

A =
y0

2γ − y0
, B =

γ − y0

2γ − y0
,

因為

A3 + 2B3 − 3AB2

= (A+ 2B)(A2 − 2AB +B2)

= (A− B)2 ≥ 0,

所以 AB2 ≤ 1

3
(A3 + 2B3),

且等號在A = B(= 1
3
), 即y0 = γ

2
時成立, 故

內切於三邊中點時, 橢圓面積為最大, 此時其

面積為παγ

3
√

3
, 與△ABC面積的比為定值 π

3
√

3
。

對於一般的三角形, 我們不知道如何找

出它所有內切橢圓的面積, 所以讓我們來考

慮對偶的問題: 給定一個橢圓, 考慮它的所有

外切三角形中, 面積何者最小? 在圖一中, 橢

圓之面積為πab, 外切三角形A1A2A3之面積

為

ab
(∣

∣

∣

1−cos(θ2−θ1)
sin(θ2−θ1)

∣

∣

∣+
∣

∣

∣

1−cos(θ3−θ2)
sin(θ3−θ2)

∣

∣

∣+
∣

∣

∣

1−cos(θ3−θ1)
sin(θ3−θ1)

∣

∣

∣

)

。
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前面說過: 我們可以設0 ≤ θ1 < θ2 < θ3 <

2π, 0 < θ2 − θ1, θ3 − θ2 < π < θ3 − θ1。 由

於

1 − cosφ

sin φ
=

2 sin2 φ
2

2 sin φ
2

cos φ
2

= tan
φ

2
,

上述面積可寫成

ab
(∣

∣

∣tan θ2−θ1

2

∣

∣

∣+
∣

∣

∣tan θ3−θ2

2

∣

∣

∣+
∣

∣

∣tan θ3−θ1

2

∣

∣

∣

)

;

讓我們來討論此式的極小值。 為了使符

號簡單, 令ϕ = θ2−θ1

2
, ψ = θ3−θ2

2
, 因此

我們有0 < ϕ, ψ < π
2
< ϕ + ψ(< π),

令x = tanϕ, y = tanψ(> 0), 我們要

找k = tanϕ + tanψ + | tan(ϕ + ψ)| =

x + y + x+y
xy−1

的極小值, 由於x的二次方程

式yx2 + y(y − k)x+ k = 0 有實根, 故

0 ≤ y2(y − k)2 − 4ky

= y2(k2 − 2ky − 4
k

y
+ y2)

= y2[(k − (y +
2

y
))2 − 4(1 + y)2

y2
],

但k > 0, 因此

k ≥ y2 + 2 + 2
√

1 + y2

y
=

(1 +
√

1 + y2)2

y
,

而等號何時成立呢?

k( =
xy(x+ y)

xy − 1
) =

y2 + 2 + 2
√

1 + y2

y

⇔ x+
x+ y

xy − 1
=

2(1 +
√

1 + y2)

y

⇔ (xy − 1)2 + y2 + 1

2(xy − 1)
=
√

1 + y2

⇔ [(xy − 1)2 − (y2 + 1)]2 = 0

⇔ (xy − 1)2 = y2 + 1

⇔ x2y − 2x− y = 0

⇔ x =
x+ y

xy − 1

⇔
∣

∣

∣

∣

∣

tan
θ2 − θ1

2

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

tan
θ3 − θ1

2

∣

∣

∣

∣

∣

⇔ P1A2 = P1A3,

即P1為A2A3 的中點; 但我們也可將前述二

次方程式xy2 + x(x − k)y + k = 0 表示

為y的二次式, 經由類似於前面的討論, 可知

k有最小值

⇔ y =
x+ y

xy − 1

⇔ tan(
θ3 − θ2

2
) =

∣

∣

∣

∣

∣

tan
θ3 − θ1

2

∣

∣

∣

∣

∣

⇔ P3A1 = P3A2,

即P3是A1A2的中點。 我們得到

定理七: 橢圓之外切三角形集合中, 面積最小

者之三邊上的切點均為中點。 換言之, 給定一

個三角形, 則其內切橢圓之集合中, 面積最大

者切此三角形於各邊中點, 且此最大橢圓之

面積與所切三角形之面積的比為定值 π
3
√

3
◦

我們謝謝清大沈昭亮教授的指導與鼓

勵。
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