
模糊理論簡介

楊敏生

自從扎德 (L.A. Zadeh) 教授於 1965

年提出模糊集合 (Fuzzy Sets)(參考文獻

[1]) 至今已近 30 年了。 從模糊理論發展初期

所受到的冷嘲熱諷、 排斥、 辯解等, 直到今日

的開花結果, 雖是短短 30 年 (相對於其他傳

統科學的發展), 卻值得我們去作一回顧。 筆

者想借本文來對模糊理論的基本理念及思想

作一簡介並回顧其發展過程以及應用價值。

記得大約八年前筆者在美國攻讀博士學

位期間, 第一次聽到模糊 (Fuzzy) 的名詞

時, 著實對它是“模糊不清”, 只知道其簡單定

義, 也知道它被用來表示不確定性 (uncer-

tainty)。 我本身是研究統計的, 統計不就是

在探討不確定性嗎? 而統計上的不確定性正

就是機率所表達的隨機性 (randomness), 我

實在好奇到底什麼是模糊理論所表達的不確

定性, 因此開始嘗試去了解探究它, 終於體認

到兩者所代表的不確定性確實有所不同, 這

使我產生極大的震撼與衝擊, 本來一直認為

隨機性就是不確定性的唯一現象, 現在我更

看到不確定性的另一種現象, 即是所謂的模

糊性 (fuzziness)。 簡單地說, 機率上的隨機

性是代表著發生的不確定, 此經由機率測度

函數 (probability measure function) 來表

示; 而模糊理論所描述的模糊性乃是隸屬程

度上的不確定, 此借由隸屬函數 (member-

ship function) 來表達。

十幾年前, 知名的貝氏 (Bayesian) 學

者 Lindley 曾極度地為機率及貝氏理論作闡

釋, 他在一篇非常獨到且漂亮的論文 (參考文

獻 [2]) 中下結論說, 機率上的隨機性是表

達不確定性唯一的一條路, 他提到, 模糊性是

多餘且不必要的。 但是如果我們小心去看他

在論文的論證與描述中, 卻是建立在可加性

(additivity) 的限制上, 此可加性乃是機率

測度函數上非常重要的條件。 我們是否曾經

問過, 難道我們真的非生活在此限制下不可

嗎? 是否存在著不確定現象是在可加性的限

制以外的呢? 現在就用下面簡單的例子來說

明。 假若我們用美與不美來表達我們對一個

人外觀的感受, 以機率的角度來描述, 若我們

認定此人是美的機率為 0.4, 則此人被認為

不美的機率應該就是 0.6 了。 你是否覺得這

樣的描述很怪異。 我想我們若認為此人屬於

美是 0.4, 則我們也可能認為此人屬於不美

也是 0.4 而不必定是 0.6。 這個現象是為什

麼呢? 原因就是美與不美的認定不應該是可

加性的, 也不合適用機率的特性來描述。 事實
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上, 美與不美往往是個人的感覺與認定, 很難

有明確的定義, 其本身就具有模糊特性。 總言

之, 若我們放寬可加性, 則不確定性的領域就

豐富了, 其表達方式也更寬廣, 這正是模糊理

論的實際價值。 事實上, 機率論與模糊理論正

可相輔相成, 而使不確定性的領域加大, 表達

也更加完備了。 下面再舉一例說明。 若有一人

被介紹與異性朋友見面, 在未見面前當然不

知道是不是美 (或帥), 這種不確定就是隨機

性的, 因為還沒有發生 (見面) 所以不能確

定, 但是往往見面後, 仍舊無法確定到底是美

還是不美, 或則說是“說不上來吧”, 此時的不

確定就是模糊性, 因為美 (或帥) 本身的定義

就是模糊的, 甚至於若是美 (或帥), 可能還會

問到底有多美 (或多帥)。 換言之, 美也有程

度的差別, 例如“還算美”, “很美”, “美若天

仙”等。 雖然看來隨機性與模糊性有明顯的不

同, 而且可相輔相成, 但是一個新的理論提出

時, 總是避免不了不同見解的辨論與溝通 (參

考文獻 [2], [3], [4], [5]等)。

模糊理論到今天為何會被廣泛地研究且

成功地應用在多種領域上, 我將其歸納為兩

點, 一是其簡單性, 另一是它帶動了人類科

學思想的革新。 到底什麼是扎德教授所定義

的模糊集合, 我們就從傳統的集合論及二值

邏輯思想談起。 傳統集合論這樣描述, 從全集

X 上任意給定一個元素 x 及任意一個子集

合 A, 則元素 x 與子集合 A 之間的關係就

是, 要麼 x 屬於 A (即 x ∈ A), 不然就

是 x 不屬於 A (即 x 6∈ A), 二者只其一且

僅有其一成立, 基於這種基本關係, 集合上的

包含 (⊆)、 聯集 (∪)、 交集 (∩)、 補集 (∼)

以及有名的 De-Morgan 定律等等就構成一

套完整的理論架構。 我們也可以將 x ∈ A

及 x 6∈ A 對等地 (equivalently) 用數學

上的特徵函數 IA 來表示: 若 x ∈ A 則

IA(x) = 1; 若 x 6∈ A 則 IA(x) = 0, 也就

是只有“0”或“1”兩種狀況。 由傳統的集合論

發展出二值邏輯理論, 進而開發了數位電腦。

二值邏輯思想, 使得科學建立明確且精確的

研究與發展, 更是帶動了整個科技的蓬勃發

展, 笛卡兒的方法論加上二值邏輯架構出明

確分析及客觀手法的科學方法。 我們知道笛

卡兒的“我思故我在”乃是道地的客觀理性主

義, 以 「理性與物質」 為中心的思想, 相對比

的, 後來巴斯噶 (Blaise Pascal) 提出了主

觀內在性主義, 而以 「情感與精神」 為中心。

笛卡兒建立了全然確定性 (客觀、 理性) 的思

想體系, 直到巴斯噶時開始處理不確定性 (主

觀、 內在) 的體系, 這也是機率論的最早雛型。

由於笛卡兒的方法論著重以物質為中心, 且

相當成功, 致使巴斯噶的不確定性思想, 也漸

漸發展成以物質為中心導向, 也就特別著重

於機率的不確定性。 近來由於人類對資訊的

需求與體認, 資訊與人類的關係更形緊密, 使

得科學研究開始注意到以人為導向, 人類本

身的個體性, 主觀及情感世界的不確定性開

始再被注意, 這種不確定性往往不是隨機性

所涵蓋的, 反而以模糊性來表達會更為得體,

到底應如何使用明確且不模糊的數學方式來

表達建立所存在的模糊特性呢? 扎德教授簡

單地將具有 0 及 1 兩個值的特徵函數 IA(x)

擴展成 [0,1] 區間連續值函數 µ
A
(x), 即對

x ∈ X, µ
A
(x) ∈ [0, 1], 而稱此函數為隸屬
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函數 (membership function), 隸屬函數的

值正可表示元素 x 隸屬於集合 A 的程度, 如

此一來, 就可將介於“是”與“不是”之間的所

有“中庸”之值表示出來, 換言之, 從是到不是

之中介過渡沒有明確的概念都可被隸屬函數

表示出來, 中介過渡沒有明確的概念不就是

模糊概念嗎? 因此這理論也就稱為模糊理論,

其目的就是使用明確且嚴緊的數學方法來刻

劃描述模糊的現象。 在人類語言中到處可看

到模糊特性, 如扎德所給的例子 (參考文獻

[6]), 年老, 非常老及年輕等都是模糊集合, 他

以年齡為全集 X, 並給於年老, 非常老及年輕

的隸屬函數如下:
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

























0,

0 ≤ x ≤ 50

(1 + (x−50

5
)−2)−1,

50 < x ≤ 100,

µ非常老(x) =



























0,

0 ≤ x ≤ 50

(1 + (x−50

5
)−2)−2,

50 < x ≤ 100

µ年輕
(x) =



























1,

0 ≤ x ≤ 25

(1 + (x−25

5
)2)−1,

25 < x ≤ 100.

因此隸屬函數就完全刻劃出模糊集合, 就如

µ年輕 表達了年輕這個模糊集合的意思。 當

然隸屬函數有時是一種主觀的認定, 有時也

可由客觀的實驗 (或經驗) 得來。 從上面的

討論, 我們清楚看到模糊集合完全擴張了傳

統的集合論, 其媒介由隸屬函數來刻劃。 如

此一來, 相對應的集合運算如聯集 (∪), 交

集 (∩) 及補集 (∼) 等等的運算, 在模糊

集合論中自然就應運而生, 其定義如下: 若

A
∼

= {(x, µA

∼
(x))|x ∈ X} 及 B

∼
=

{(x, µ B

∼
(x))|x ∈ X} 為兩個模糊集合, 則

(1) A
∼
∩B
∼

= {(x, µA

∼
∩B

∼
(x))|x ∈ X}, 此

時 µA

∼
∩B

∼
(x) = min{µA

∼
(x), µ B

∼
(x)}。

(2) A
∼
∪B
∼

= {(x, µA

∼
∪B

∼
(x))|x ∈ X}, 此

時 µA

∼
∪B

∼
(x) = max{µA

∼
(x), µ B

∼
(x)}。

(3) ∼ A
∼

= {(x, µ
∼A

∼
(x))|x ∈ X}, 此時

µ
∼A

∼
(x) = 1 − µA

∼
(x)。

當然還有其他各式各樣的運算與性質, 可參

考文獻 [1] 及 [7]。

基於模糊集合的架構理念, 扎德於 1978

年再度提出“可能性分配”的概念 (參考文獻

[8]), 其理念與機率分配函數的想法相似, 由

此而產生一系列的理論, 稱之為“可能性理

論”(參考文獻 [9]), 此理論背後思想與自然

語言所傳達的信息有著密切的關係, 算是模

糊理論的一部份。

從上面的描述, 我們看到模糊理論在數

學上的表達與建立並非創見, 不複雜也不稀

奇, 但是在理念上卻是革命性的科學思想與

方法。 傳統科學“精益求精”, “精打細算”, 這

使得技術越來越準確, 也越來越高超, 但是倒

也越來越遠離了模糊現象, 使得模糊現象成

為科學研究的死角, 不僅摸不著, 更是格格不

入。 模糊理論將科學研究與方法帶進此禁區,

使得原本確定、 精準的仍歸於確定與精準, 但
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是本身具有模糊特質的卻也能還其模糊本色,

使得模糊現象本身所蘊函的資訊能夠全然地

被擷取。 另一方面, 模糊理論也軟化了人機介

面, 使得人機之間的溝通與關係更形密切, 機

器不再是“硬繃繃”且“冰冷無情”, 它更能了

解人類語言及感受, 使得人工智慧及類神經

網路得到更合理的解決。

模糊理論從最早十年間的理論發展到後

來各式各樣的應用, 從分類 (參考文獻 [10],

[11], [12])、 控制 (參考文獻 [13], [14],

[15])、 數學規劃 (參考文獻 [16], [17],

[18]) 等, 到最近熱門的類神經網路 (參考文

獻 [19], [20], [21]) 等等的應用, 可說是

五花八門, 其中有很多成功的例子, 當然也有

不少是假借模糊之名變花樣的, 真希望這些

花樣不要使人越來越模糊, 越來越糊塗才好。

目前市面上各種家電產品所標榜的 Neuro &

Fuzzy, 雖然有些是言過其實, 但是不可否認

的, 模糊理論不只是理論, 更是實用的標誌。

盼望它將帶給人類更多的益處, 更能將科學

的研究與方法真正帶入人類內在與精神的世

界中。 若是你想更進一步了解模糊理論及其

應用, 可參考下列文獻: Zimmermann [7],

Klir and Folger [22], Kosko [20, 23], 汪

培庄 [24] 及向殿政男 [25]。
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