
如何讓電腦計算網路流量

一一組合最佳化的介紹

賀培鑫

1. 前言

老王問 : 「到電影院最近的路是那條?」

公司老闆問 : 「我要分配那些工作給那個人做

最適當?」 造船廠工程師問 : 「我的船要多久

才能造好呢?」 航空公司經理問 : 「如何能用

最少架的飛機來飛所有預定的班次呢?」 以上

這些問題, 都是組合最佳化(Combinatorial

Optimzation) 的應用範圍。 大致來說, 組合

最佳化就是研究如何在事物有限但眾多的不

同組合當中, 很快的找到最佳組合的一門學

問。而這個找到最佳組合的方法,稱之為演算

法 (Algorithm)。 組合最佳化是離散數學中

很重要的一支, 一方面是因為它的應用很廣,

另一方面由於電腦的發展, 人們可以把演算

法寫成程式, 讓電腦來替我們計算結果, 如此

大大提高了複雜演算法的實用價值。

那我們要如何才能設計出快速的演算法

呢? 基本上, 我們要以智取, 不以蠻力

取勝。 我們必須先研討問題的組合結構, 利

用其組合特性, 才有可能成功。 所以組合最

佳化和找六合彩的號碼組合, 是一點關係也

沒有的, 這是因為隨機產生的號碼, 不具組

合特性的緣故。 本文將藉著對一類問題的探

討, 介紹一下組合最佳化的問題以及所用的

工具。 在此討論的三個問題稱之為最大水流

問題(maximum flow problem), 最小支

出水流問題(minimum cost flow prob-

lem), 以及最大動態水流問題(maximum

dynamic flow problem); 以上三者通稱為

網路流量問題(network flow problems)。 本

文將儘量避免使用過多的數學符號, 以增加

本文的可讀性。

2. 最大水流問題

第一個問題是最大水流問題, 這個問題

的應用並不一定限於計算自來水管網路的最

大輸送量。 台北市捷運系統完成之後, 在同

一時間內, 能送多少人由木柵到火車站呢?

現在台北到大陸的電話, 是透過香港, 日

本, 及美國的電話線路轉接的, 同時能容許

多少人由台北打電話到上海呢? 思考電腦

(Thinking Machine Company) 的連結電

腦 (Connection Machine 5) 有1024個處

理器, 這一部份的處理器, 同時能送多少訊息
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給另一部份的處理器呢? 以上的三個問題,

事實上都是最大水流問題的特例。 這一類的

問題, 都包含一個網路 (network), 網路上運

送的可以是任何東西, 但我們都以水流來想,

以有利於問題的思考。

圖 1

我們用一個圖形 (graph), 來表示“一個網

路” (圖 1) 它包含了一些“點” (圖 1 的

中的圓圈) 和一些由一點到另一點的“有向

邊”(directed edge)(圖 1 中的箭頭), 它代

表著水能由一點流到另一點。 圖形中還有一

個“源點” s(source), 和一個“終點” t(sink)。

在有向邊上的數字代表此邊的“負載量”, 問

題即是在同一時間內, 我們最多能由源點 s

送多少的水到終點 t 呢? 聰明的讀者一定

已經發現, 為什麼前面的三個問題都是最大

水流問題的特例了罷。

圖 2

圖2 顯示的是個網路上水流的例子, 有向邊

上的第二個數字代表的是此時流過此邊的流

量。 一個合法的水流必需滿足二個條件: (1)

除了源點和終點外, 流進一個點的流量總和

與流出的流量總和相等, 和 (2) 每條邊的流

量不得大於負載量或小於零。 一個水流的流

量, 即為所有有流入終點 t 的水流量的總和,

因此圖中的水流流量為3,那麼圖二中的水流

是不是一個最大水流呢?

組合最佳化的工作者常常試著從不同

的角度來看問題。 一個同時由問題的正反兩

面探討的解法, 有時稱之為對偶法(primal-

dual method)。 我們正是要用此法來解決

最大水量問題。 試想是什麼限制了最大流量?

如果我們把由 s 到 x 及 s 到 y 的有向邊中

間切一刀來把源點 s 和終點 t 分開 (如圖3),

圖 3

我們可以發現, 所有由 s 到 t 的水, 必須經過

這個切口, 因此由 s 到 t 的最大水流量絕不

可能超過 4, 這是因為由 s 出去的二根有向

邊的負載量之和是 4 的緣故。 我們稱 s 出去

的邊 a 和 b 為網路的一個截面 (cut), 截

面的負載量為其中有向邊的負載量之和。 截

面並非只有一個; 若我們去掉一些有向邊後,

使得 s 再也不能送水到 t 去, 則這些邊所成
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的集合便是一個截面。 值得一提的是, 因為流

至 t 的水必須通過每一截面, 所以我們可以

想見, 最大的水流量, 是不可能超過最小的截

面負載量的。 由此可見, 若我們可以找到一個

水流其流量相等於任何一個截面負載量, 便

可推知此一水流必為一最大水流。 由於有向

邊 a, d 和 f 構成一個負載量為 3 的截面,

因此圖2 中的水流已是一最大水流。 知道在

什麼情況下我們可確定已找到一最大水流後,

我們該如何找一個方法來算最大水流呢? 這

需要研究一番才行。

圖 4

請看圖4, 其中的邊 a, c, f 形成一個由 s

到 t 的通路, 稱之為一 「有向路徑」(directed

path)。 我們最多只能放一單位的水經此有向

路徑送至終點 t, 因為一有向路徑不能輸送超

過其中任一有向邊的負載量的水。 同樣的, 邊

b, d, 及 e 也構成一條有向路徑, 其負載量也

是是 1。 如果我們把二條有向路徑上的水流

合併, 形成的水流量為 2, 這並不是最大水流

量, 但此時我們已經無法再找到一條新的有

向路徑可以把水由 s 送到 t 了。 因此我們發

現, 用分別找一條條有向路徑的方法來求最

大水流, 是不會成功的。 但再分析一下圖四,

我們知道應該做的是由 s 多送一單位的水到

y, 把由 x 到 y 的水“推回”x, 改由 x 送到

終點 t。 結果流入 y 的水總和不變, (由 s 到

y 的水量增加, 但由 x 到 y 的水減少), 且流

出點 y 的水量總和也不變 (我們沒做任何改

變)。 我們這項大禹治水的結果, 產生了一個

最大水流。 但是我們該如何教會電腦這個“治

水之法”呢? 解答是由程式根據目前的網路

水流造出一剩餘圖 (residual graph) 來標

明所有可以往前和往回推水的地方, 以方便

電腦來發現最大水流。 圖5 中的圖形即為圖

4 網路的剩餘圖。

圖 5

剩餘圖和原網路有相同的點, 但可能有較多

的邊。 若一原網路中的有向邊上的水量小於

負載量, 在剩餘圖中就有一個對應的 「送出

邊」 (forword edge), 其負載量為原有向邊

負載量與水量之差, 即還剩下可供輸送的水

量。 若一原網路的有向邊已有水量 g 流於

其中, 在剩餘圖中就有一個對應的反方向的

邊, 其負載量為 g。 這種邊我們稱之為 「推回

邊」(backword edge), 它標明了可以推回去

的水量。 圖5 中的由 s 到 y 的邊為一送出

邊, 其負載量為 2, 因為在圖4 的網路中邊 b

的負載量為 3 但僅有水量 1, 其差為 2。 圖

5 中的由 y 到 x 的邊為一推回邊, 其負載量
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為 1, 因為在圖4 中邊 c 的水量為 1。 注意

邊 c 並不對應於圖5 中任一送出邊, 因為邊

c 的水量己經飽和, 我們不能再由它送出任何

水。 仔細一看, 在圖5 剩餘圖中僅有的一條

由 s 到 t 的向路徑正好對應於前面提到的治

水法。 所以由剩餘圖中的一有向路徑, 我們可

以知道應如何修正原有的水流, 以增加流量,

所以我們稱在剩餘圖中的一有向路徑為一增

加路徑(augmenting path)。 明顯的, 修正

的方法如下: 對於增加路徑中送出邊的水量,

我們在原網路對應之有向邊中多送出此一水

量。 對於增加路徑中推回邊中的水量, 我們在

原網路對應之有向邊少送此水量。 修正之後,

在原網路中增加的水量, 恰等於增加路徑的

負載量。 至於圖2 網路水流的剩餘圖則在圖

6, 其中不包含任一增加路徑, 因圖2 中的水

流已是最大水流。

圖 6

3. 最大水流問題的演算法

由以上的發現, 我們可以設計一個演算

法來計算最大水量。 首先從現存的網路中的

水量 (剛開始是零), 我們造一個剩餘圖出

來。 在剩餘圖中我們一步步的找一條增加路

徑。 找法如下: 我們把源點 s 可以用一根有向

邊走到的所有點作一個記號 s; 再把所有可以

從這些新走到的點能用一根有向邊走到點作

一個記號, 來說明是從那個點走來的; 如此繼

續作記號下去, 直到終點 t 被作了記號或是

我們沒辦法再給新的點作記號為止。 當我們

發現 t 被做了記號, 我們可以由 t 上的記號

追查到前一個點是誰, 並一直查到源點 s 為

止, 如此便找出了一個增加路徑。 根據這個增

加路徑, 我們修正了原有的水流後, 再回到開

始處去造新的剩餘圖, 繼續改進我們的水流。

當我們發現我們沒法再給新的剩餘圖中的點

作記號, 我們就停止演算法的執行並且把目

前網路中的水流做為最大水流問題的答案。

我們怎能確定用前述方法可找到最大水

流呢? 如我們討論過的, 我們只要證明網路

中有一截面其負載量相等於求得的水量即可。

現在就讓我們把這個截面給揪出來。 在程式

停止前, s 和所有帶有記號的點形成一點集合

U, 當然, t 不在 U 內, 否則我們便已發現了

一個增加路徑。 讓集合 V 為包括 t 在內的所

有沒有記號的點。 則我們可以斷定, (1) 在剩

餘圖中沒有由 U 到 V 的邊, 也就是說, 在原

網路中, 所有由 U 到 V 的有向邊, 均已飽和,

且 (2) 所有由 V 到 U 的有向邊, 均沒有任

何水流。 因為所有由 U 到 V 的水都沒有再

流回在 U 中的點, 所以所有由 U 到 V 的水

都流到 t 裡去了, 因此我們找出的水流流量

相等於所有由 U 到 V 的有向邊上的水流量

之和。 由於所有這種有向邊均已飽和,這個流

量又等於所有由 U 到 V 的有向邊的負載量

之和。 因為所有由 U 到 V 的有向邊形成一

截面, 旦截面負載量相等於這些邊的負載量
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之和, 因此這截面的負載量等於我們所求得

之水流流量。 這證明了我們的方法永遠找得

到最大水流, 同時也證明了以下的二個定理:

(1) 最大水流量等於最小截面負載量, 和 (2)

網路中的水流是最大水流若且唯若剩餘圖中

不存在一增加路徑。 以圖6 為例, U 包含 s

和 y, V 包含 x 和 t, 對應於原網路的截面包

含邊 a, d 及 f, 其負載量為 3。

那這個方法究竟快不快呢? 我們用什麼

標準來評判一個方法的快慢呢? 假設所有的

負載量均為非負整數, 則很明顯的, 每一條增

加路徑至少有負載量 1。若最大流量為 f ∗, 則

我們最多修正水流 f ∗ 次。 每次修正前都要造

剩餘圖, 找增加路徑, 和修正原水流。 造剩餘

圖要考慮每個網路的點和邊。 若在有 n 個點

m 個邊的情況下, 造剩餘圖所花的時間會正

比於 n + m, 我們說 O(n + m) 為造剩餘圖

的時間複雜度(Time complexity)。 同理, 找

增加路徑及修正原水流所花的時間亦正比於

n + m, 故時間複雜度也都是 O(n + m), 而

全部修正時間亦因此正比於 (n + m), 故時

間複雜度就是 O(n+m), 結果整個方法的時

間複雜度為 O(f ∗(n + m))。 Tarjan [T] 用

類似的方法配合上高超的資料結構技巧, 設

計出一 O(nm log n) 的方法, 這要比我們

的方法好很多, 因為它的複雜度與 f ∗ 的值

無關。 我們的方法的複雜度因與 f ∗ 的值成

正比, 是一種“指數時間”的演算法, 比不上

Tarjan 的“多項式時間”演算法, 其詳細原因

不在本文討論範圍之內。

4. 最小支出水流問題

現在讓我們來看看第二個問題: 最小支

出水流問題。 這個問題可以經由修改我們求

最大水流的方法來解決。 讓我們來考慮一個

要收費的網路, 如圖7 和圖8。 每根有向邊上

有三個數字, 最左邊的數字代表負載量, 第

二個數字是每單位水流通過此有向邊需付出

的 「買路財」, 第三個數字是目前的水量。 所

以圖7 的水流要花費17, 圖8 的水流要花費

18, 且二圖中的水流均為最大水流。 最小支出

水流問題即是要找一個總價所低的最大水流。

不知道電信局在租借外國線路時有沒有考慮

過這個問題?

圖 7

圖 8

最小支出水流問題比最大水流問題要難。 對

一個負載量及花費均為非負整數的網路, 我

們可以修改最大水流的演算法來解決此問題。

我們只要在找增加路徑時, 永遠找花費最低
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的一條即可, 此處一路徑的花費為其上有向

邊的單位花費之和。 Dijkstra 有一個在圖形

上找源點和終點間最短路徑的演算法, 若配

合上資料結構 Fibonacci heap [K], 其時間

複雜度為 O(m + n log n)。 若我們把距離改

為花費, 則最短路徑即為最廉路徑, 所以我們

可以用 Dijkstra 的演算法在剩餘圖上找最

廉增加路徑來修正現有水流。 如此一來,若最

大流量為 f ∗, 我們的演算法的時間複雜度為

O(f ∗(m + n log n))。

5. 最大動態水流問題

最後讓我們來看看最大動態水流問題。

假如有台北市議員問捷運局長, 在早上 7:30

到 8:30 之間, 我們的捷運系統能送多少人由

木柵到火車站呢? 此時局長應立刻回答: 這

是一個最大動態水流問題, 並拿出一筆記本

型電腦, 在動了動鍵盤上的小球後, 螢幕上立

即顯示出答案。 如果事情真的如此, 筆者猜局

長一定可以升官了。 的確, 最大動態水流問題

是考慮在一段時間內能流進終點 t 的最大水

流問題。

圖 9

圖9 [FF] 是一個簡單的例子, 有向邊的第一

個數字為負載量, 第二個數字是運送水由有

向邊這一端到另一端所需的時間, 假定此地

時間的單位為秒。 所以, 由 s 送水到 x 要花

三秒鐘。 我們想問, 在 5 秒內, 最多能有多少

水由 s 流入 t 呢? 圖 10.1 到 10.5 代表了第

一秒至第五秒的網路流量狀況, 這個動態水

流能在 5 秒內送 8 單位的水由 s 到 t。 在

第一秒時, s 可以送 2 單位的水到 y, 但 s 送

到 x 的水還在三分之一的路上, 因為要花三

秒鐘才能抵達 x。 在第二秒時, s 又送了 2 單

位的水到 y, 先前送到 y 的水, 已兵分二路,

分別抵達 x 和向 t 前進。 在第三秒時, y 已不

需再送水出去, 因為此時送水已晚了, 無法在

時限內抵達 t。 此時已有一單位的水流入 t。

在第四及第五秒時, 各有3個單位和 4 個單

位的水流入 t, 故流入 t 的水量總和為 8 個

單位。

圖10.1

圖10.2
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圖10.3

圖10.4

圖10.5

解決這個問題最容易的方法為轉換此最

大動態水流問題成為一最大水流問題。 這個

方法的缺點是其時間複雜度較大。 我們根據

圖9 的動態網路, 可以造出一不含時間限制

的網路 (圖11)。

圖 11
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這個新的網路的最大水量相等於原動態網路

的最大動態水流量。這個轉換而來的網路,稱

之為擴張網路(expanded network), 它對每

一時間單位, 均有一份原動態網路的拷貝。 故

若原網路有 n 個點, 但時間限制為 k, 則其

擴張網路有 kn+2 個點。 假設在原網路中由

點 u 到點 v 要花 m 單位時間, 則在擴張網

路中第 i 個拷貝中的點 u, 有一條有向邊到

第 i + m 個拷貝中的點 v。 請看圖11, 第 0

秒的點 s 有一根有向邊到第 3 秒的點 x, 因

為由點 s 到點 x 在原網路中要花三秒。 同理,

第 1 秒的點 y 有一根有向邊到第 4 秒的點

t, 因為由點 y 到點 t 在原網路中要花三秒。

在擴張網路中, 我們也加入新的源點 s∗ 及終

點 t∗。 圖11 上的粗線標明了此網路上的一個

最大水流, 聰明的讀者在稍加分析之後,一定

可以理解為何擴張網路中的最大水流對應於

網路中的最大動態水流。若時間限制為 k, 在

擴張網路中有 k 個原網路的拷貝, 故這個轉

換方法的時間複雜度變成 O(kf ∗(m + n)),

這不是一個很快的方法。 較好的解決辦法是

利用最小支出水流的演算法來做 [A,FF], 此

法不在本文中討論。

網路流量問題已經被研究了近50年, 但

現在仍是一個相當活躍的領域。 本文介紹了

三個不同的網路流量問題的應用及簡單的演

算法。 但願能激起讀者對組合最佳化這門學

問的興趣。
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