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第一節 方程式在有限體中解的個數

在這一節, 我們將討論代數曲線在有限體內的有理點的估計問題。 這方面的工作由 Hua-

Vandiver [12] 所提出, 另也由 Weil [13] 獨立發現, 在此我們採用 [13] 的講法, 而引導出有

名的 Weil 猜測 (Weil conjecture)。

以 k 表示 q 個元素的有限體。 考慮

a0x
n0
0 + a1x

n1
1 + · · ·+ arx

nr

r = b

一類的多項方程式, 其中 a0, a1, . . . , ar 是 k 中的非零元素, b ∈ k 且 n0, n1, . . . , nr 是正整

數, 我們想估計這方程式在 (k)r+1 中的解的個數。

首先討論 b = 0 的特殊情形。 給定 u ∈ k, 以 Ni(u) 表示方程式

xni = u

在 k 中解的個數。 因而 Ni(0) = 1, Ni(u) = di, di =g.c.d. (ni, q− 1), 這 u 也是 k× 中元素

的 di 次方; 而其他情形, Ni(u) = 0, 這乃由於 k× 是秩為 q− 1 的循環群。 以 N 表示方程式

a0x
n0
0 + a1x

n1
1 + · · · + arx

nr

r = 0

在 (k)r+1 中解的個數, 則

N =
∑

u0,u1,...,ur∈k
Σaiui=0

N0(u0)N1(u1) . . . Nr(ur),

注意到滿足
n∑

i=0
aiui = 0 的 (r + 1) 序對 (u0, u1, . . . , ur) 形成一 r 維的子向量空間。
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函數 Ni 可進一步表示為 k× 的特徵 (首先不看 0 的取值) 如下。 以 Hi 表示 k× 的子群

(k×)ni = (k×)di , 這是秩為 (q − 1)/di 的循環群。 因 H⊥i 是秩為 di 的循環群且包含 k 中滿

足 χdi = 1 的所有特徵, 故

H⊥i = {χ ∈ k̂×|χdi = 1},

這裡 1 表示顯然特徵。 對 u ∈ k, 我們發現

∑

u∈H⊥

i

χ(u) =





1 若 u = 0,

|H⊥i | = di 若 u ∈ Hi = (k×)di,

0 若 u ∈ k×\Hi,

(因 (H⊥i )⊥ = Hi).

換句話說

Ni =
∑

χ∈H⊥

i

χ =
∑

χ∈k̂x,χdi=1

χ,

因此

N =
∑

ui∈k,Σaiui=0

∑

χ∈k̂x,χ
di
i

=1

χ0(u0)χ1(u1) . . . χr(ur).

固定一 (χ0, χ1, . . . , χr) ∈ (k̂×)r+1, χdi

i = 1 (0 ≤ i ≤ r) 而讓 ui 在 k 變動, 我們想

由此得出 N 的進一步取值。 若所有 χi 都是顯然特徵, 即對任意 ui ∈ k, χi(u) = 1, 對所有

ui ∈ k,
r∑

i=0
aiui = 0 求和, 則和就是方程式

r∑
i=0

aiui 在 (k)r+1 中解的個數, 是等於 qr。 其次,

若某些但非全部的 χi 是顯然特徵, 如 χi0 = 1, 則 χi0(ui0) = 1 是與 ui0 取值無關。 則對所有
r∑

i=0
aiui = 0 求和時, 得到的和是

∏

j 6=i0
0≤j≤r




∑

ui∈k

χj(ui)


 。

因某一 χj 是非顯然特徵, 故乘積是 0。 到此我們得到

N = qr +
∑

ui∈k,Σaiui=0

∑

χi∈k̂x,χ
di
i

=1,χi 6=1

χ0(u0)χ1(u1) . . . χr(ur)

= qr +
∑

χ
di
i

=1,χi 6=1

χ0(a0)
−1 · · ·χr(ar)

−1
∑

ui∈k,Σaiui=0

χ0(a0u0)χ1(a1u1) . . . χr(arur)

= qr +
∑

χ
di
i

=1,χi 6=1

χ0(a0)
−1 · · ·χr(ar)

−1
∑

yi∈k×,Σyi=0

χ0(y0)χ1(y1) . . . χr(yr) (yi = aiui)

= qr +
∑

χ
di
i

=1,χi 6=1

χ0(a0)
−1 · · ·χr(ar)

−1
∑

y0,v1,...,vr∈k×

v1+v2+...+vr+1=0

(χ0χ1 . . . χr)(y0)χ1(v1) . . . χr(vr)
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(yi = y0vi)

= qr + (q − 1)
∑

χ
di
i

,χi 6=1,Πχi=1

χ0(a0)
−1 · · ·χr(ar)

−1
∑

vi∈k×,v1+v2+···+vr+1=0

χ1(v1) . . . χr(vr)


因

∑

y0∈k×

χ0 · · ·χr(y0) =





0 若
r∏

i=0
χi 6= 1,

q − 1 若
r∏

i=0
χi = 1。




= qr + (q − 1)
∑

χ
di
i

=1,χi 6=1,Πχi=1

χ0(a0)
−1 · · ·χr(ar)

−1j(χ1, . . . , χr)。

如第一章命題所證, 對任意 k 中的非顯然加法特徵 ψ, Jacobi 和 j(χ1, . . . , χr) 等於

1

q
g(χ0, ψ)g(χ1, ψ1) . . . g(χr, ψ)。

其中 χ0χ1 . . . χr = 1, 且其絕對值等於 q(r−1)/2 , 因而得證

定理1: 方程式

a0x
n0
0 + a1x

n1
1 + . . .+ arx

nr

r = 0

在 kr+1 中解的個數 N 是

N = qr + (q − 1)
∑

χ
di
i

=1,χi 6=1,Πχi=1

χ0(a0)
−1 · · ·χr(ar)

−1j(χ1, . . . , χr)

= qr +
q − 1

q

∑

χ
di
i

=1,χi 6=1,Πχi=1

χ0(a0)
−1 · · ·χr(ar)

−1g(χ0, ψ)g(χ1, ψ) · · · g(χr, ψ),

其中 di =g.c.d. (ni, q − 1), 特別是它滿足

|N − qr| ≤ (q − 1)q
r−1
2 M,

其中 M 是滿足 χdi

i = 1, χi 6= 1, Πχi = 1 之特徵 (χ0, χ1, . . . , χr) 總數。

其次考慮不均勻方程式

a0x
n0
0 + a1x

n1
1 + · · ·+ arx

nr

r = b, b ∈ k×。

把上面方程式的各項係數除以 −b, 而可設原來方程式是

a0x
n0
0 + a1x

n1
1 + · · ·+ arx

nr

r + 1 = 0

以 N1 表示上面方程式在 kr+1 中的解的個數, 且以 N ′ 表示方程式

a0x
n0
0 + a1x

n1
1 + · · · + arx

nr

r + xq−1
r+1 = 0
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在 kr+2 中解的個數, 則由定理 1 得出

N ′ = qr+1 + (q − 1)
∑

χ
di
i

=1,χi 6=1,χ0...χr+1=1

χ0(a0)
−1 · · ·χr(ar)

−1j(χ1, . . . , χr+1)

其中 dr+1 = q − 1, 更進一步, N ′ 與 N 的關係式是

N ′ = N + (q − 1)N1

在此 N 表示 xr+1 = 0 時解的個數, 且 (q − 1)N1 表示 xr+1 6= 0 時解的個數, 因這時

xq−1
r+1 = 1。 因此

N1 =
1

q − 1
(N ′ −N)

= qr +
∑

χ
di
i

=1,χi 6=1,χ0...χr+1=1

χ0(a0)
−1 · · ·χr(ar)

−1j(χ1, . . . , χr+1)

−
∑

χ
di
i

,χi 6=1,χ0...χr=1

χ0(a0)
−1 · · ·χr(ar)

−1j(χ1, . . . , χr)

在上面的表現式中, 我們可以把第二個和視為第一個和中 χr+1 = 1 的情形。 因 dr+1 = q− 1,

χr+1 唯一要考慮的條件是對給定的 χ0, . . . , χr, χ
di

i = 1, χi 6= 1, 滿足

χ0χ1 . . . χr+1 = 1

因此, 這樣的 (χ0, . . . , χr) 的個數有 (d0 − 1) · · · (dr − 1) 個, 得證出

定理2: 滿足方程式

a0x
n0
0 + a1x

n1
1 + . . .+ ara

nr

r = b, ai ∈ k×, b ∈ k×

的解的個數 N1 滿足

|N1 − qr| ≤ (d0 − 1) . . . (dr − 1)qr/2,

其中 di =g.c.d. (ni, q − 1)。

以 P r(k) 表示 k 上的 r 維投影空間 (projective space)。 是由 kr+1\{0}, 把共線的點

合而為一而得, 換句話說, 它是由

(x0 : x1 : . . . : xr), xi ∈ k, 不全為零

的點所組成, 且對 t ∈ k×,

(x0 : x1 : . . . : xr) = (tx0 : tx1 : . . . : txr),
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給定一齊次多項式 f(x0, . . . , xr)。 若 (b0, b1, . . . , br) 是方程式 f = 0 的解, 則對 t ∈ k,

(tb0, tb1, . . . , tbr) 也是方程式的解。 因此, 我們可考慮一齊次多項方程式或一組齊次多方程式

在投影空間的解, 其解集合稱為投影曲體(projective variety)。

以 N 表示方程式

a0x
m
0 + a1x

m
1 + . . .+ arx

m
r = 0, ai ∈ k×

在投影空間 P r(k) 所定投影曲體的點的個數, 則

N = 1 + (q − 1)N

換句話說,

N = 1 + q + · · · + qr−1 +
∑

χ
di
i

=1,χi 6=1,χ0...χr=1

χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1j(χ1, . . . , χr),

其中 d =g.c.d. (m, q − 1)。

第二節 Weil 猜想

對任意正整數 n, 以 kn 表示 k 在其代數閉包 k 的 n 次擴充體。 並以 Nn 表示方程式

a0x
m
0 + a1x

m
1 + . . .+ arx

m
r = 0

在 P r(kn) 中解的個數; 定 d(n) =g.c.d (m, qn −1), 則 |kn| = qn, 且

Nn = 1 + qn + · · ·+ (qn)r−1
∑

χi∈k̂×
n ,χ

d(n)
i

=1
χi 6=1,χ0...χr=1

χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1j(χ1, . . . , χr)。 (1)

現我們探討出現在上面和中的特徵。 注意到 d =g.c.d. (m, q − 1) 可整除 d(n)。k× 中滿足

χd = 1 的特徵 χ 生成 k×n 中的特徵 X= χ ·Nkn/k; 因 Nkn/k 是映成, 故 χ 與 X 有相同的

秩。 另一方面, k×n 中剛好有 d 個特徵的秩可整除 d; 故 k̂×n 中滿足 χd = 1 的特徵 χ 正好就

是 k× 的特徵與 Norm 的合成。 利用以上的語言, 有時也把 χ ·Nkn/k 寫為 χ。 設 ψ 是 k 的非

顯然加法特徵, 則由第一章命題 5, 對 χ0, . . . , χr ∈ k̂×, 滿足 χd
i = 1, χi 6= 1, χ0 · · ·χr = 1,

則有

χ0。Nkn/k(ai)
−1 . . . χr。Nkn/k(ar)

−1j(χ0。Nkn/k, . . . , χr。Nkn/k)

= [χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1]n
1

qn
g(χ0。Nkn/k, ψ。Trkn/k) . . . g(χr。Nkn/k, ψ。Trkn/k)
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= [χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1]n
1

qn
g(χ0, ψ)n . . . g(χr, ψ)n(−1)(n+1)(r+1)

(利用 Davenport-Hasse 恆等式)

= [χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1j(χ0, χ1, . . . , χr)]
n(−1)(r+1)(n+1)。

同樣, 若 kn ⊃ kn′ ⊃ k 則 (1) 中由 χi ∈ k̂×n i = 0, 1, · · · , r 所造成的和是

[χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1j(χ0, χ1, . . . , χr)]
n/n′

(−1)(r+1)( n

n′ +1)

對 (χ0, . . . , χr) ∈ (k̂×n )r+1, 以 µ = µ(χ0, . . . , χr) 表示體擴充的次數, 使得所有 χi 首次皆

出現在 k̂×µ 中, 則 (1) 可表示為

Nn = 1 + qn + · · ·+ qn(r−1)

+
∑

χ
d(n)
i

=1,χi 6=1,χ0...χr=1

[χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1j(χ0, . . . , χr)]
n/µ(−1)(r+1)(n

µ
+1)

注意到 n 趨近於無窮大時, 只會有有限多個 d(n)。 事實上, 若 m′ 是 m 的因數中與 q 互質的

最大因數, 則 d(n) 是 m 的因數。 因此, 除掉與 Norm 的合成因素, 只有有限個 k 之有限擴充

體, 其乘法特徵的秩可整除 m′; 因而形式冪級數

∞∑

n=1

NnU
n−1 =

r−1∑

i=0

qi

1 − qiU
+ (−1)r

∑

χm
i

=1,χi 6=1,χ0,...χr=1

−c(χ0, . . . , χr)U
µ−1

1 − c(χ0, . . . , χr)Uµ
, (2)

其中

c(χ0, . . . , χr) = (−1)r+1χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1j(χ0, . . . , χr)

= (−1)r+1χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1 1

qµ
g(χ0, ψ。Trkµ/k) . . . g(χr, ψ。Trkµ/k)

設 τ ∈Cal(kµ/k) 是一自同構, 則 χτ
i = χi。τ 是 χi 的同秩非顯然特徵且滿足 χτ

0 . . . χ
τ
r

= 1, 因此 µ(χ0, . . . , χr) = µ(χτ
0, . . . , χ

τ
r), 更進一步

g(χτ
i , ψ。Trkµ/k) =

∑

x∈k×
µ

χτ
i (x)ψ(Trkµ/kx) =

∑

x∈k×
µ

χi(x)ψ(Trkµ/kτ
−1(x))

=
∑

x∈k×
µ

χi(x)ψ(Trkµ/kx) = g(χi, ψ。Trkµ/k).

因 ai ∈ k×, 故 χτ
i (ai) = χi(ai)。 這證明了對任意 τ ∈Gal(kµ/k),

c(χτ
0, . . . , χ

τ
r) = c(χ0, . . . , χr).
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給定(χ0, . . . , χr), 則有 µ(χ0, . . . , χr) 個 (χ0, . . . , χr) 的共軛, 而它們共有相同的 c 與 µ, 故

(2) 可重寫為

∞∑

n=1

NnU
n−1 =

r−1∑

i=0

qi

1 − qiU
+ (−1)r

∑

(χ0,...,χr)∈Λr

−µ(χ0, . . . , χr)c(χ0, . . . , χr)U
µ−1

1 − c(χ0, . . . , χr)Uµ
(3)

其中 Λr 是 {(χ0, . . . , χr)|χm
i = 1, χi 6= 1, χ0 . . . χr = 1} 在 Gal(kµ/k) 作用下的等價類。

觀察到 (3) 的分式中, 分子都是分母的微分乘上 ±1, 故得出

∞∑

n=1

NnU
n−1 =

d

dU
logZ(U) =

Z ′(U)

Z(U)
。

Z[U ] 是一 U 的有理函數, 我們將選擇 Z[U ], 使其為兩常數項是 1 之多項式的商, 這稱為附

在方程式

a0x
m
0 + a1x

m
1 + . . .+ arx

m
r = 0

所定義曲體的 zeta 函數。

習題1: 若 τ ∈Cal(kµ/k) 是異於單位元素的同構, 則

(χτ
0, . . . , χ

τ
r) 6= (χ0, . . . , χr)

這裡 µ = µ(χ0, . . . , χr)。

例題1: 設 V1 是 q 個元素 的體 k 上, 由方程式 x2
0 + x2

1 + x2
2 = 0 所定義的投影曲體。

設 q 是奇數, 則有 r = 2 且 m = 2 = m′。 k̂× 中只有一個秩為 2 的非顯然特徵 χ, 故唯一的

選擇是 χi = χ, i = 0, 1, 2; 但這時 χ0χ1χ2 = χ3 = χ 6= 1。 當 q 是偶數時, m′ = 1; 故兩種

情形下, 出現在 (3) 的第二個和的項數是空集合, 且

∞∑

n=1

NnU
n−1 =

1

1 − U
+

q

1 − qU
=

d

dU
logZV1(U),

其中

ZV1(U) =
1

(1 − U)(1 − qU)
。

例題2: 設 V2 是 P 2(k) 中方程式 x3
0 + x3

1 + x3
2 = 0 所定義的投影曲體, |k| = q, 故

m = 3, r = 2, a0 = a1 = a2 = 1。 設 q ≡ 1 (mod 3), 則 m′ = 3 可整除 q − 1, 以 η, η 表

k̂× 中秩為 3 的特徵。 滿足

χ3
i = 1, χi 6= 1 且 χ0χ1χ2 = 1
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的 (χ0, χ1, χ2) 之唯一選擇是 (η, η, η) 與 (η, η, η) 故 µ(η, η, η) = µ(η, η, η) = 1, 且對 k

的任意非顯然特徵 ψ,

c(η, η, η) = −1

q
g(η, ψ)3,

c(η, η, η) = −1

q
g(η, ψ)3

因此

∞∑

n=1

NnU
n−1 =

1

1 − U
+

q

1 − qU
+

1
q
g(η, ψ)3

1 + 1
q
g(η, ψ)3U

+
1
q
g(η, ψ)3

1 + 1
q
g(η, ψ)3U

=
d

dU
ZV2(U)

而

ZV2(U) =
[1 + 1

q
g(η, ψ)3U ][1 + 1

q
g(η, ψ)3U ]

(1 − U)(1 − qU)

注意到上面兩個例題中的 zeta 函數滿足關於 ZV ( 1
qU

) 與 ZV (U) 的泛方程式。 事實上, 在例

題 1 中, 我們有

ZV1(
1

qU
) =

1

(qU2)−1
ZV1(U) = (qU2)ZV1(U)。

而在例題 2 中定 g(η, ψ) = ε
√
q, ε ∈ S1, 則

g(η, ψ) = η(−1)ε
√
q = ε

√
q,

因 η(−1) = [η(−1)]3 = 1, 則有

ZV2(U) =
(1 + ε3√qU)(1 + ε3√qU)

(1 − U)(1 − qU)

且

ZV2(
1

qU
) =

(
√
qU)2(

√
qU + ε3)(

√
qU + ε3)

(qU2)−1(1 − U)(1 − qU)
= (qU2)2 (1 + ε3√qU)(1 + ε3√qU)

(1 − U)(1 − qU)
= (qU2)2ZV2(U)。

現考慮依附在方程式 a0x
m
0 + a1x

m
1 + . . . + arx

m
r = 0 所定義曲體 V 的 zeta 函數

ZV (U), 由 (3) 得出

ZV (U) =
r−1∏

i=1

(1 − qU)−1
∏

(χ0,...,χr)∈Λr

(1 − c(χ0, . . . , χr)U
µ)(−1)r

。
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注意到: 若 (χ0, . . . , χr) 出現在上面的乘積中, 則 (χ0, . . . , χr) 也會出現且 µ(χ0, . . . , χr) =

µ(χ0, . . . , χr) = µ, 又

c(χ0, . . . , χr) = (−1)r+1χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1j(χ1, . . . , χr)

= (−1)r+1χ0(a0)
−1 . . . χr(ar)

−1j(χ1, . . . , χr) = c(χ0, . . . , χr)

由第一章的命題 5 得出 j(χ1, . . . , χr) 的絕對值是 qµ(r−1)/2, 可定

c(χ0, . . . , χr) = ε(χ0, . . . , χr)q
µ(r−1)/2, ε(χ0, . . . , χr) ∈ S1,

則發現

1 − c(χ0, . . . , χr)(
1

qr−1U
)µ = −(q

r−1
2 U)−µε(χ0, . . . , χr)(1 − ε(χ0, . . . , χr)q

µ(r−1)/2Uµ)

= −(q
r−1
2 U)−µε(χ0, . . . , χr)(1 − c(χ0, . . . , χr)U

µ)。

若(χ0, . . . , χr)不與(χ0, . . . , χr)共軛, 則ε(χ0, . . . , χr)ε(χ0, . . . , χr) = 1, 否則ε(χ0, . . . , χr) =

±1, 這證明了

ZV (
1

qr−1U
) = (−1)rqr(r−1)/2U r

r−1∏

i=0

(1 − qiU)−1
∏

(χ0,...,χr)∈Λr

−ε(χ0, . . . , χr)(q
r−1
2 U)(−1)r+1µ(1 − c(χ0, . . . , χr)U

µ)

= ±(q
r−2
2 U)eZV (U)

其中指數 e 是 ZV 的極點個數減去零點個數。而 r − 1 是曲體 V 的維數。

由上面對於曲線的計算結果, Weil 導出關於非奇異性不可約投影曲體 (nonsingular ir-

reducible projective varieties) 之難以捉摸的猜測, 是有關定義在有限體之代數曲線的算術

性質與定義在複數上之代數曲線的拓樸之間關連性。

設 V 是定義在 q 個元素之有限體 k 的 d 維非奇異性不可約投影曲體, 以 Nn 表示 V 在

k 之 n 次擴充體上的點的個數, 附在 V 的 zeta 函數定義成

ZV (U) = exp(
∞∑

n=1

Nn
Un

n
)

它是 U 之有理係數形式冪級數。 在西元 1949 年, Weil 提出四個關於 ZV (U) 的四個猜測, 敘

述如下:
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(I) 有理性: ZV (U) 是 U 的有理數 (有理係數)。

(II) 泛方程式: 存在有整數 E, 稱為 V 的 Euler-Poincáre 特徵數, 使得 ZV (U) 滿足泛方

程式

ZV (
1

qdU
) = ±(q

d
2U)EZV (U)

(III) Riemann 假設: 存在有多項式 Pi(U), 0 ≤ i ≤ 2d, 滿足 P0(U) = 1 − U 且

P2d(U) = 1 − qdU , 使得

ZV (U) =
P1(U)P3(U) . . . P2d−1(U)

P0(U)P2(U) . . . P2d(U)
。

更進一步, Pi(U) 是整係數多項式且可分解為

Pi(U) =
Bi∏

j=1

(1 − αijU)

其中, αij 是代數整數, 滿足 |αij| = qi/2。 注意到: 這樣的多項式要是存在時, 則由這些條

件唯一確定。

(IV) Betti 數: Pi(U) 的次數 Bi 定義成 V 的第 i 個 Betti 數, 則 (II) 中的 Euler-Poincáre

特徵數等於
2d∑

i=0

(−1)iBi,

更進一步, 若 V 是由定義在數體之整數環上的曲體 Ṽ modulo - 質理想 (prime ideal)

而得, 則 Bi 等於一般餘調群 (cohomology group) H i(Ṽk,Z) 的階數, 其中 Ṽn 是由定

義 V 之同一方程式所定的複投影曲體, 而其拓樸是一般的拓樸。

例題 1 中的曲體是 P 2 上的投影線, 虧格數 (genus) 是 0, 它的 Euler-Poincáre 特徵

數 E = 2 = 1 − 0 + 1, 滿足 (I)∼(IV) 的所有性質。 例題 2 中的曲線 V2 在 char k 6= 2, 3

時是橢圓曲線 (elliptic curve), 即是虧格數是 1 的投影線。 我們看出 Euler-Poincáre 特徵數

E = 0 = 1 − 2 + 1 且 (I)∼(IV) 成立。

定義在有限體之非奇異性投影曲線的 zeta 函數是由 F. K. Schmidt 在西元 1931 年所

引進, 他證明了: 對一定義在 q 個元素之有限體而虧格數是 g 的非奇異性投影曲線 C, 它的

zeta 函數形式是

ZC(U) =
P1(U)

(1 − U)(1 − qU)
,
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其中 P1(U) 是次數為 2g 的整係數多項式且 Pi(0) = 0, 且更進一步, ZC(U) 滿足泛方程式

ZC(
1

qU
) = ±(qU)1−gZC(U)

而對 C 的 Riemann 假設因此是: P1(U) 的零位的絕對值是 q−1/2。 這首先由 E. Artin 推測

到, 他證明了特殊情形; g = 1 的情形由 Hasse 所證, 而 Weil 在 1940 年證出虧格數任意之

曲線情形。

對方程式

a0x
m
0 + a1x

m
1 + . . .+ arx

m
r = 0

所定義的“Fermat 超曲面”而言, 其維數 d = r − 1。 當 r 是偶數且 d 是奇數時; 我們有

P2i(U) = 1 − qiU, 0 ≤ i ≤ d

且

Pd(U) =
∏

(χ0,...,χr)∈Λr

(1 − c(χ0, . . . , χr)U
µ(χ0,...,χr))

而 i 是其他奇數時, Pi(U) = 1。

當 r 是奇數, d 是偶數時, 則有

P2i(U) = 1 − qiU, 0 ≤ i ≤ d, i 6= d

2
且

Pd(U) = (1 − q
d
2U)

∏

(χ0,...,χr)∈Λr

(1 − c(χ0, . . . , χr)U
µ(χ0,...,χr))

而其他 Pi(U) = 1。 故 ZV 滿足 Weil 猜測。

習題2: 證明定義在 q 個元素之有限體的非奇異性投影曲線 C 的 Riemann 假設等價於

|Nn − qn − 1| ≤ 2g · gn/2, 對所有 n ≥ 0,

其中 Nn 是 C 上的 kn - 有理點個數。

習題3: 設 V = P d(k) 定義在 q 個元素的有限體。 從定義出發驗證其 zeta 函數是

ZV (U) =
1

(1 − U)(1 − qU) · · · (1 − qdU)

並證 Weil 猜測對 V = P d(k) 成立。
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第三節 Weil 猜測的餘調代數解釋

如 Weil 自己所指出: 若賦予抽象曲體適當的餘調理論,類似於定義在 C 上之曲體的普通

餘調代數 (cohomology), 則由餘調代數理論的標準性質即可導出他的猜測。 Dwork 利用 p-

adic 分析, 成功地在有理性質與泛方程式方面推進了一步。 有關 Weil 猜測的絕大部份工作集

中在尋求好的餘調代數理論, 使能給出像 IV 的 Betti 數, 且其係數落在特徵數是 0 的體, 使

得 Lefschetz 定點定理成立, 這裡有幾個嘗試。 在 1963 年, Grothendieck 利用代數曲體的

étale 拓樸而發展出 l-adic 餘調代數理論, 由此他得到 zeta 函數有理性質與泛方程式的另一

證明。 猜測最深的部份是 Riemann 假設, 而 Deligne 在西元 1973 年成功地利用 l-adic 餘

調代數而加以證明。

在此我們簡短地解說 l-adic 餘調代數與 Weil 猜測的關連性。 如上一節, 設 V 是非奇異

性不可約的投影曲體,維數是 d 且定義在 q 個元素的有限體 k, 以 V 表是 V 在代數閉包 k 上

的所有點所成的集合。 設 l 是不整除 q 的質數, 在 V 上賦予 étale 拓樸。 對每一整數 r ≥ 1,

則有 étale 餘調代數 H i
ét(V , Z/lrZ), V 上的 l-adic 餘調代數定義成

H i(V ,Ql) = ( lim
∞←r

H i
ét(V ,Z/l

rZ)) ⊗Zl
Ql,

其中 Zl 是 l-adic 整數環, 即

Zl = {
∞∑

i=0

ail
i|0 ≤ ai ≤ l − 1}。

是 r 趨近於無窮大時, Z/lrZ 的逆極限 (inverse limit), Ql是Zl的商體 (Quotient field), 也

是 Q 在 l-adic 測度下的完備空間 (completion)。 這 l-adic 餘調代數有下列的性質。

(a) 群 H i(V ,Ql) 是佈於 Ql 的有限維向量空間, 除 0 ≤ i ≤ 2d 外, 其餘的都是 0。

(b) 對所有的 i, j, 存在有

H i(V ,Ql) ×Hj(V ,Ql) → H i+j(V ,Ql)

的 cup-乘積構造。

(c) Poincáre 對偶性, 最高階的餘調群H2d(V , Ql) 是一維的且對 0 ≤ i ≤ 2d, cup-乘積定

義了不退化的配對

H i(V ,Ql) ×H2d−i(V ,Ql) → H2d(V ,Ql)
∼= Ql。
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(d) 對兩個非奇異性曲體 X, Y , 有一自然的階代數同構

H∗(X,Ql) ⊗H∗(Y,Ql)
∼−→H∗(X × Y,Ql) (Künneth 公式)

(e) Lefschetz 定點式。 設 f : V → V 是一映型 (morphism), 有弧立定點且每一定點的

重數是一, 亦即 f 在 V × V 的圖形與 V × V 的對角線元素作橫截性相交 (intersect

transversally)。 以 L(f, V ) 表示 f 的定點個數 (因 V 緊緻, 故 L(F, V ) 是一有限集

合), 則

L(f, V ) =
2d∑

i=0

(−1)iTr(f (i);H i(V ,Ql)),

其中 f (i) 是 f 在 H i 導出的 pull-back 映象。

(f) 比較定理 (Comparison theorem)。 若 V 是由定義在數體整數環的投影曲體modulo 質

理想而得出, 則

H i(V ,Ql) ⊗Q
l

C ∼= H i(Ṽn,C)

其中 Ṽn 是所對應的複曲體, 而賦予古典的拓樸。

(g) Cycle 的餘調類, 若 Z 是一 codimension 為 i 的子曲體, 則對應於 Z, 有一餘調類

η(Z) ∈ H2i(V ,Ql), 這映象可線性化地擴充到所有的 cycles。 有理等價之 cycles 具同

樣的餘調類。 Cycles 的交集變成餘調類的 cup- 乘積。 更進一步, 若 P 是 V 的一封閉點

(closed point), 則 η(P ) ∈ H2d(V ,Ql) 異於零。

這些性質是 C 上不可分非奇異性投影曲體的一般餘調代數所特有, 主要是由 Lefschetz

與 Hodge 發展出來。

現我們探討上面性質的一些推論。 Frobenius 映型 Φ : V → V 把坐標是 (ai) 的點映至

坐標是 (aq
i ) 的點。V 上的點 P , 其坐標落在 kn 的充要條件是它被 Φn 固定住。 因此

Nn = Φn 的定點數 = L(Φn;V )

因 V 非奇異, 我們可用 Lefschetz 定點式計算 Nn 而得出

Nn =
2d∑

i=0

(−1)iTr((Φn)(i), H i(V ,Ql))。

代入附著在 V 的 zeta 函數的定義中, 得出

ZV (U) =
2d∏

i=0

[exp(
∞∑

n=1

Tr((Φn)(i), H i(V ,Ql))
Un

n
)](−1)i
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=
2d∏

i=0

[exp(
∞∑

n=1

Tr(Φ(i)n

, H i(N,Ql))
Un

n
)](−1)i

對每一固定 i, 我們利用下面線性代數的結果, 得出指數部份的值。

預備定理 1 設 f 是一佈於特徵數是 0 之體 K 的有限維向量空間的自同態,視為係在 K

而變數是 U 的形式冪級數, 則

exp[
∞∑

n=1

Tr(fn;W )
Un

n
= det(1 − fU,W )−1

證明: 若 W 的維數是 1, 則 f 只是乘上純量入, 且

exp[
∞∑

n=1

Tr(fn,W )
Un

n
] = exp(

∞∑

n=1

λnUn

n
) =

1

1 − λU
= det(1 − fU ;W )−1。

對一般情形, 我們歸納 dim W 而證之。 可假設 K 是代數封閉。 故 f 有一固有向量, 因

此 W 包含一維數是 1 的不變子空間 W ′, 因而有短的 exact 系列

0 −→W ′ −→W −→ W/W ′ −→ 0

式子的左邊 (右邊) 限制在 W ′ 與限制在 W/W ′ 的乘積等於是在 W 的情形。 故所要結果由

歸納法得證。

由預備定理馬上得出下面的定理

定理3: 附於定義在 k 之非奇異性不可約投影曲體 V 的 zeta 函數可表為

ZV (U) =
P1(U)P3(U) . . . P2d−1(U)

P0(U)P2(U) . . . P2d(U)
,

其中 Pi(U) = det(1 − Φ(i)U ;H i(V ;Ql)) 且定義在 H i(V,Ql) 的 Φ(i) 是由 Frobenius 映

型 Φ : V → V 所引導出。

我們知道 ZV (U) 是係數在 Q 且是 U 的形式冪級數。 上面定理告訴我們它的係數在 Ql

且是 U 的有理函數。 因此它的係數在 Q 且是 U 的有理函數。 但這並不表示每一單一的 Pi(U)

是有理係數, 也不知道定理中的 Pi 是否像 (III) 中的一樣。 另一方面, 因 Φ0 作用在 H0(V ,Ql)

是恆等函數, 故 P0(U) = 1 − U。 更進一步, 因 Frobenius 映型是 qd 次的有限映型, 故它引

導出最高階餘調群 H2d(V ,Ql) 上乘上 qd 的乘法, 故 P2d(U) = 1 − qdU。

其次, 我們看出泛方程式 (II) 可由 Poincáre 對偶性 (c) 得出。 事實上, 配對

H i(V,Ql) ×H2d−i(V ;Ql) −→ H2d(V ;Ql)
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把 (Φ(i)(v),Φ(2d−i)(w)) 送到

Φ(i)(v) ∨ Φ(2d−i)(w) = Φ(2d)(v ∨ w) = qd(v ∨ w)

對所有的 v ∈ H i(V ,Ql) 與 w ∈ H2d−i(V ;Ql), 上面式子都成立。 則由線性代數 (見注意事

項) 得出

P2d−i(U) = det(1 − Φ(2d−1)U ;H2d−i(V ;Ql)

=
(−1)Bi(qdU)Bi

det(Φ(i);H i(V ;Ql)
det(1 − Φ(i)/qdU ;H i(V ;Ql)

=
(−qdU)Bi

det(Φ(i);H i(V ;Ql)
Pi(

1

qdU
)

且

det(Φ(i);H i(V ;Ql)) det(Φ(2d−i);H2d−i(V ;Ql)) = qdBi。

注意事項: 設 A 與 B 是佈於體 K 的 r 維向量空間, 定義一配對

〈 , 〉 : A× B −→ K

設 f 與 g 分別是 A 與 B 上的自同態且存在有一非零元素 λ ∈ K 滿足: 對所有 a ∈ A,

b ∈ B

〈f(a), g(b)〉 = λ〈a, b〉

則 f 與 g 都可逆, 更進一步 tg f = λIA, 因此

det(1 − tg U ;B) = det(1 − gU ;B)

= det(1 − λf−1U ;A)

= det(1 − λf−1U) det(1 − f

λU
;A) =

(−λU)r

det(f, A)
det(1 − f

λU
;A)

且

det(tg f) = (det g)(det f) = detλIA = λr。

事實上, q−(2d−i)/2Φ(2d−i) 的轉置是 q−i/2 Φ(i) 的反元素。 與定理 3 組合在一起, 得出

(II) 的泛方程式, 而

E =
2d∑

i=0

(−1)iBi。
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最後, 若我們把定理 3 中的 zeta 函數做上面的解釋時, 則 (I), (III), (IV) 隨著 l-adic

餘調代數的性質得出, 而 Riemann 假設是 Deligne 在 1973 年利用更深的 l-adic 餘調代數

得證出來。

定理4 (Deligne): 定理3中的多項式Pi(U) 具有與 l 無關的整係數, 且可寫成

Pi(U) =
Bi∏

j=1

(1 − αijU),

其中 αij 是絕對值為 qi/2 的代數整數。

在此我們不列出 Deligne 的證明, 只稍微解釋為什麼會成立。 存在有一 codimension 是

1 的 cycle Z, 使得 h = η(Z) 是 H2(V ,Ql) 的非顯然類且 Φ(2)(h) = qh, 與 h 作 (d− i)

次的 cup-乘積得出一從 H i(V ,Ql) 到 H i+2(d−i)(V ; Ql) = H2d−i(V ;Ql) 的函數, 這配合

Poincáre 的對偶性, 得出 H i(V ;Ql) ×H i(V ;Ql) 到 H2d(V ,Ql) 的不退化配對。

當 V 對應有不可約且非奇異性的複投影曲體 Ṽh。 這就是 H i(Ṽh;C) × H i(Ṽh,C) 到

H2d(Ṽh;C) 的不退化配對。 當 i 是偶數時, H i(Ṽ ,C) 包含一實子空間 Ai(Ṽh), 它在 Φ(i) 作

用下不變且佈於 R 的維數是 Bi; 又滿足: 在 Ai(Ṽh) 上, 這配對是不退化的純量積且 q−i/2Φ(i)

是這純量積下的么正轉換 (unitary transform)。 這證明 i 是偶數時, Φ(i) 的固有值的絕對值

是 qi/2。

對奇數 i, 我們考慮 V × V , Φ(i) 在 H i(V ; Ql) 之固有值的大小則由 H2i(V × V ;Ql)

上的 Frobenius 映型所決定。

注意事項: 如上面所證, Φ(i) 在 H(i)(V ; Ql) 的固有值即是出現在 Pi(U) =
Bj∏
j=1

(1 −

αijU) 中的 αij ; 特別是 Φ(i) 之固有值的絕對值是 qi/2。

高斯是第一個考慮整係數多項式方程式在 modulo p 下的解的個數。 特別是他想知道解

的個數 Np 隨 p 變化的情形。 假設這多項式定義一維數是 d 的不可約且非奇異性投影曲體, 則

Weil 的猜測顯示

|Np − (1 + p+ · · ·+ pd)| ≤ bpd/2,

其中 b 是同一多項式在 C 上所定義之投影曲體的第 d 個 Betti 數。

第四節 Zeta 函數的 Euler 乘積

設 k 是一體且 P (T1, . . . , Tr) 是 k[T1, . . . , Tr] 中的不可約多項式。 方程式 P (T1, . . . , Tr)

= 0 在 kr 的解集合稱為仿射空間 kr 中的仿射代數超平面(affine algebraic hypersurface)。
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我們也可以考慮 P (T1, . . . , Tr) = 0 在 k 的任意有限代數充體的解。 以 k 表示 k 的代數閉

包, 而 V 是 P (T1, . . . , Tr) = 0 在 k
r

中的解集合, 我們稱 V 是定義在 k 之上 (defined over

k)。 給定 V 上的一點 x = (x1, . . . , xr), 以 k(x) 表由 x 之坐標所成的體 k(x1, . . . , xr), 這

是 k 的有限體, 且其次數稱為 x 的次數 (degree)。

考慮 k[T1, . . . , Tr] 到 k 的同態, 把 Ti 送到 xi; 其核 m 是 k[T1, . . . , Tr] 的最大理

想 (maximal ideal) 且包含 P. 商環 k[T1, . . . , Tr]/m 與 k(x) 同構。 定義 deg m 為 deg x,

因而會有 deg x = [k(x) : k] 個 k(x) 到 k 的嵌入 (embedding )。 對任意嵌入 σ , 點

xσ = (xσ
1 , . . . , x

σ
r ) 也落在 V 上。 從 k[T1, . . . , Tr] 到 k 而把 Ti 送到 xσ

i 的同態的核也是m,

原因是m中多項式的係數都落在 k 中。 因此每一最大理想 m 對應到 V 上 deg m 個點。 反過來,

給定一包含 P 的最大理想 m, 它對應了上面所說的 deg m 個點, 這些點稱為 x 對所有 k(x) 到

k 之嵌入的軌跡, 即

{xσ|σ ∈ Gal(k/k)}

是 V 的一封閉點, 而可表現為 k[T1, . . . , Tr] 中的最大理想m。

當 k 是一有限體時, V 的 zeta 函數定義為

ZV (u) =
∏

p∈m

(1 − udeg m)−1 =
∏

x

(1 − udeg x)−1,

其中m 是 k(T1, . . . , Tr) 的最大理想且 x 是 V 的封閉點。

V 在 kr
n 上的點是次數整除 n 的點, 故至少有 qnr 個最大理想 m 使得 P ∈m 且 deg m

整除 n, 這裡 q 是 k 的元素個數, 這證明上面的無窮乘積在 u 非常小時會收斂。 更進一步, 對

足夠小的 u, 則有

ZV (u)′

ZV (u)
=

∑

P∈m, m:最大

(deg m)udeg m−1

1 − udeg m

=
∞∑

l=1

∑

P∈m, m:最大

(deg m)ul deg m−1

=
∞∑

ν=1

Nνu
ν−1,

其中 Nν =
∑

deg m|ν
deg m 是 V 在 kr

ν 中的點的個數。

一般, 若 V 是定義在有限體的非奇異性投影曲體, 它是多個仿射曲體的聯集; 像第二節利

用 V 在 k 之有限充體之元素個數所定的 Zeta-函數 Zν(u) 具有 Euler 乘積

Zν(u) = exp(
∞∑

ν=1

N ν
uν

ν
)

=
∏

x

(1 − udeg x)−1 (x : V的封閉點)。
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例題1: 設 C 是有限體的投影線, 它有“無窮遠點”, 而其他點在 k 的仿射線上。 仿射線上

的封閉點以 k[T ] 的首一不可約多項式或 k(T ) 的最大理想當參數, 則有

ZC(u) = [
∏

f∈k[T ]

(1 − udeg f )−1](1 − u)−1f ∈ k[T ] 是首一不可約。

例題2: 設 C 是由係數落在 q 個元素之有限體的均勻多項式 P (T0, T1, T2) 所定義的非

奇異性投影曲線。解集合中的所有點 {x0, x1, x2)|x0 6= 0} 可視為由 P (T, Y ) = P (1, T1

T0
, T2

T0
)

所決定的仿射曲線, 其中 T = T1

T0
, Y = T2

T0
, 設 P (T, Y ) 對 Y 是首一多項式。 以 F 表示體

k(T ) 且以 K 表示 F [Y ]/(P (T, Y )), 它是 F 的有限擴充體, 稱為 C 的有理函數體。 設 O
是k[T ]在K的整閉包 (integral closure)。k[T, Y ] 中包含 P 的最大理想 橠 即是 O 的最大理

想 P。 更進一步, 若 P 對應到 C 的封閉點 x, 則 O/P (稱為 P 的餘數體) 同構於 k(x)。 定

義

deg P = deg x = [O/P; k]

故餘數體 O/P 的元素個數是 qdeg P , 這也是 P 的範數 NP, 附於仿射曲線 C 的 zeta 函數

是

ZC(u) =
∏

P

(1 − udegP)−1,

稱這些質理想 P 是 C 或 K 的“有限位置”(finite places)。

在 C\C 的點是解集合 {(x0, x1, x2)|x0 = 0}, 視為選定之仿射子曲體的無窮遠點, 只有

有限多個點。 可表示為 k( 1
T
) 在 K 的整閉包 O′ 除以由 1

T
所生成之最大主理想 P∞, 這可看

成“無窮位置”(infinite place)。 再者deg P∞ = [O/P∞; k] 且餘數體 O′/P∞ 的元素個數是

NP∞, 亦即 qdeg P∞。

有限與無限位置一起表示 C 的所有封閉點, 且有

ZC(u) =
∏

P:K的位置

(1 − udeg P)−1。

體 F = k(T ) 稱為 k 上一個變數的有理函數體。k(T ) 的有限充體 K 稱為函數體, 它是

定義在 kν 之非奇異性投影曲體的有理函數體, 而含在 K 中之 k 的最大擴充體稱為 K 的常

數體(fields of constants)。
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