
數學歸納法教學一二

葉東進

數學的教學有形式與實質之分, 形式上

的邏輯推導較容易交待, 而實質所包含的脈

絡的析釋則是頗費心思的, 前者可以是科學,

後者則富含藝術。

一般課堂上對數學歸納法的教學, 往往

只及形式層面, 也就是對一個已知的目標命

題進行檢驗及推廣的邏輯演示, 至於這個目

標命題何以產生、 為何存在的來龍去脈的探

索, 此種實質性的工作, 則殊少觸及, 在教學

上而言, 不無遺憾。

本文藉幾個問題的處理為例, 說明個人

對數學歸納法在實質教學上的淺見。

數學歸納法的意義有兩個層面, 一是實

質層面: 從少數的事例中摸索出規律; 一是

形式層面: 從理論上證明該規律的一般性。 以

往教科書的編寫以及課堂的教學大多只及後

一層面而忽略了前一層面, 現行的高中基礎

數學教材注意到了這項缺失而作了部分補正,

但是仍有可議之處。

我們知道, 在有關整數的級數求和問題

上, 級數 1 + 2 + 3 + · · · + n, 12 + 22 +

32 + · · · + n2, 13 + 23 + 33 + · · · + n3,

14 + 24 + 34 + · · · + n4等扮演著基本而

重要的模式角色, 運用它們, 可以計算像是

1×2+2×3+ · · ·+99×100 或是 1×3×

5+3×5×7+· · ·+(2n−1)(2n+1)(2n+3)

的求和等諸如此類的問題。 如果教學目標是

設定在解決此類問題上面的話, 那麼找出一

個方便而具一般性的方法以計算上述基本模

式的求和公式便是要緊的事。 教材上提到了

下面方法:

比如已經知道 1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n+1)

2
, 想找出 12 + 22 + 32 + · · · + n2 求

和的計算公式。 由

(k + 1)3 − k3 = 3k2 + 3k + 1

令 k = 1, 2, · · · , n, 則得



























23 − 13 = 3 · 12 + 3 · 1 + 1

33 − 23 = 3 · 22 + 3 · 2 + 1
...

(n + 1)3 − n3 = 3 · n2 + 3 · n + 1

上述n個等式相加, 得
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即12+22+33 + · · ·+n2 =
n(n+1)(2n+1)
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仿上面方法, 可以得到

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
n2(n + 1)2

4
14 + 24 + 34 + · · ·+ n4

=
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n − 1)

30
等。

但是, 如果教學目標是放在數學歸納法

的意義及方法上, 上面的處理方式看來就顯

得唐突而不自然, 理由是這樣的方式跟數學

歸納法的兩個層面都扯不上什麼關係。 要特

別指出的是, 上面的處理方式正是載在現行

教材的數學歸納法單元裡的部分。 這是可議

處之一。

從數學歸納法的觀點著眼, 如下的安排

是否較為妥當:

(1) 1 + 2 + 3 + · · · + n 這個級數和公

式
n(n+1)

2
已經在教材的前一節有關等

差級數的求和中得到, 此處不必再理。

(2) 對

13 = 1

13 + 23 = 9

13 + 23 + 33 = 36

13 + 23 + 33 + 43 = 100

諸式的仔細觀察, 我們發現如下的規律:

13 = 12

13 + 23 = (1 + 2)2

13 + 23 + 33 = (1 + 2 + 3)2

13 + 23 + 33 + 43 = (1 + 2 + 3 + 4)2

因而猜測一般的規律是:

13 + 23 + 33 + · · · + n3

= (1 + 2 + 3 + · · ·+ n)2

或 13+23+33+· · ·+n3 =
n2(n + 1)2

4

利用數學歸納法證明這個規律具有一般

性。

(3) 提醒學生注意:

(i) 形式上, 我們已有 1+2+3+· · ·+

n = n(n+1)
2

及 13 + 23 + 33 +

· · · + n3 = n
2(n+1)2

4
, 因此, 對於

級數 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 , 甚

至 14 + 24 + 34 + · · · + n4 的求

和公式的存在與否及其存在形式甚

感興趣。

(ii)實質上, 1 + 2 + 3 + · · · + n,

12 +22 +32 + · · ·+n2, 13 +23 +

33+· · ·+n3, 14+24+34+· · ·+n4

的求和公式在計算有關整數的級數

求和上是重要而基本的模式。

(iii)能不能從已知

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
(S1)

及

13+23+33+· · ·+n3 =
n2(n + 1)2

4
(S2)
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的形式上, 經由仔細觀察而猜

測12 + 22 + 32 + · · · + n2的求

和的可能公式? 提示學生注意:

[1] 級數(S1)的單項是n的一次式,

和是n的二次式; 級數 (S2) 的

單項是 n 的三次式, 和是 n 的

四次式; 猜測: 12 + 22 + 32 +

· · · + n2 的和會是 n 的三次

式!?

[2] 級數 (S1) 的和
n(n+1)

2
型如分

數、 分母為 2; 級數 (S2) 的和
n

2(n+1)2

4
型如分數、 分母為 4;

猜測: 12 +22 +32 + · · ·+n2

的和型如分數、 分母為3!?

[3] 級數 (S1) 的和
n(n+1)

2
是n 的

二次多項式, 有因式 n 及 n +

1; 級數 (S2) 的和
n

2(n+1)2

4
是

n 的四次多項式, 有因式 n 及

n + 1; 猜測: 12 + 22 + 32 +

· · ·+n2 的和是 n 的三次多項

式, 也有因式 n 及 n + 1!?

根據以上三個猜測, 我們可以這樣

表示:

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

=
n(n + 1)(n + a)

3

接著問: a 是多少?

取 n 的值為 1, 比較得到 a = 1
2

也就是說, 我們猜測:

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

=
n(n + 1)(n + 1

2
)

3

這個猜測正確嗎? 把數學歸納法的

證明搬出來用看看。

(iv) 進一步要求學生猜猜看,

14 + 24 + 34 + ·+ n4 的和公式會

是怎麼個樣子? 並用數學歸納法證

明它。

以上的處理方式, 是不是較為切合數學

歸納法的意義及精神!?

此外, 教材上另一可議處是它列舉的一

個例子:

「試證明: 不論 n 為任何正整數, 10n +

3 · 4n + 5 都可被 9 整除。」 這種方式的提

問, 只能及於數學歸納法的形式層面, 沒有觸

及它的實質層面, 不是嗎? 有些學生會問: 9

是怎麼事先知道的? 更深刻些的話會問: 怎

麼知道 10n + 3 · 4n + 5 這樣一個式子 的?

乾脆明白些問: 這個問題是怎樣製造出來的?

當然, 回答學生的問題要達到什麼程度,

得看他們能夠接受的程度以及教學的目標是

放在哪個層面上。 從啟發的教學觀點來看, 只

求形式上的邏輯證明是不夠而且也不是最要

緊的, 把一個問題的來龍去脈交代清楚不僅

會引起學生更大的學習興趣, 而且常常也是

導引他們學習其它題材的很好的動機。 以上

面的例子來說, 回答第一個問題是比較容易

的:

令

f(n) = 10n + 3 · 4n + 5
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則

f(1) = 27 = 9 × 3

f(2) = 153 = 9 × 17

f(3) = 1197 = 9 × 133

由於 f(1), f(2), f(3) 有最大公因數

9, 便猜測 f(4), f(5), · · ·, f(n) 都有因數

9。

要回答第二個問題, 我們得換個角度來

看才會方便:

首先, 10n + 3 · 4n + 5 可被 9 整除等

同於 10n + 3 · 4n − 4 可被 9 整除。

其次, 把 9 看成 x2, 則 10n +3 ·4n −4

可看成 (x2+1)n+x(x+1)n−(x+1), 因此,

10n+3 ·4n−4 能否被9整除可以轉化成多項

式 f(x) = (x2 +1)n +x(x+1)n − (x+1)

是否有因式 x2。

因為

f(0) = 0 及 f ′(0) = 0

根據多項式的重根定理, 知 x2 確為

(x2 + 1)n + x(x + 1)n − (x + 1) 的因式。

利用上項結論, 把 x 分別看成是 3,4,5,6

等, 則 f(x) 的值便分別等於 10n+3·4n−4,

17n+4·5n−5, 26n+5·6n−6, 37n+6·7n−7

等, 因此, 我們可以製造出一大堆的問題如下

:

不論n為任何正整數,

10n + 3 · 4n + 5 都可被9整除,

17n + 4 · 5n + 11 都可被16整除;

26n + 5 · 6n + 19 都可被25整除;

37n + 6 · 7n + 29 都可被36整除, 等等。

底下再舉一個頗為困擾初學者的例子:

「不論n為任何正整數, (3 +
√

5)n

+(3 −
√

5)n 都可被 2n整除。」

一般書籍的解法是: 令f(n) = (3 +
√

5)n +

(3 −
√

5)n, 先證明 f(n + 2) = 6f(n +

1) − 4f(n), 利用此結論再配以數學歸納法

的證明。

叫人疑惑的是: 為什麼會想到 f(n +

2) = 6f(n + 1) − 4f(n) 這樣一個式子?

試作分析如下:

取 α = 3 +
√

5, β = 3 −
√

5

以 α、β 為兩根造出個二次方程

式 x2 − 6x + 4 = 0

所以
{

α2 = 6α − 4

β2 = 6β − 4

所以

{

αn+2 = 6αn+1 − 4αn

βn+2 = 6βn+1 − 4βn

所以 αn+2 + βn+2 = 6(αn+1

+βn+1) − 4(αn + βn)

令f(n) = αn + βn, 便得到

f(n + 2) = 6f(n + 1) − 4f(n)

以上的分析當然沒有指出這個問題是如

何製造的, 但它其實是底下這個問題的反問

題:

「 遞迴數列
{

an+2 = 6an+1 − 4an

a0 = 2, a1 = 6,
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求一般項 an 的表式。 」

此問題的一般解法是找出 x2 = 6x− 4 的兩

根 α, β。 其中

α = 3 +
√

5, β = 3 −
√

5。

則一般項an可表為

an = A(3 +
√

5)n + B(3 −
√

5)n,

其中A與B待定,

由
{

a0 = A + B = 2

a1 = A(3 +
√

5) + B(3 −
√

5) = 6
得出

A = B = 1

即

an = (3 +
√

5)n + (3 +
√

5)n

行文到這裡, 順便提出一個有趣的問題:

「是先有

{

an+2 = 6an+1 − 4an

a0 = 2, a1 = 6
而導

致 an = (3+
√

5)n+(3−
√

5)n 呢? 抑

或是先有 an = (3+
√

5)n+(3−
√

5)n

而導致 an+2 = 6an+1 − 4an, a0 = 2,

a1 = 6 再聯想到 an 恆為 2n 的倍數

呢?」

這很類似雞生蛋, 蛋生雞的問題, 它的答案並

不重要, 可注意的是它們在實質上是表示了

同一件事情。
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