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四、 數學公理系統的美學標準

美國數學家 F. S. 梅里特在其所著 《工

程中的現代數學方法》 一書中曾經說過: “每

一模型都是由一組公理定義的, · · · 公理自身

必須無矛盾且相互獨立”[11]。 所謂一組公理,

即是一個公理系統。 關於公理系統的無矛盾

性, 是指借助於演算不可能在一個公理系統

中推出兩個相互否定的命題。 關於公理系統

的獨立性, 是指在該系統中任何一條公理都

不可能作為其餘各公理的邏輯推論。 如果一

個公理系統具備無矛盾性 (即相容性) 和獨立

性, 那麼, 這個公理系統 (或者說這個理論體

系) 就是優美的。 因此, 相容性和獨立性也就

是公理系統的美學標準。

獨聯體維林金等編著的 《中學數學現代

基礎》 一書中曾指出: “可以由給定的公理系

統導出的全部不同的命題, 一般說來有無窮

多個。 因此, 為了證明給定的公理系統的相容

性, 要想由這一公理系統作出全部可能的推

論, 並且指出其中沒有相互矛盾的命題,這是

不可能的。 為了解決這個難題, 曾經創造一種

特殊的方法, 它的名稱叫做模型法”。[12] 所謂

模型法, 即是欲證明某一新數學理論的無矛

盾性 (一致性), 或者欲證明某一新數學理論

與某一已知的 (舊) 數學理論的相容性 (相對

一致性), 可以設法為它在古典數學中構造一

個模型, 並且進而證明這個新數學理論的公

理系統在該模型中都能夠得以實現,這樣, 即

可以把這個新理論的相容性, 化歸為新理論

與建造它的模型 (新理論的模型) 時所需要

的古典數學理論的相容性 (相對一致性)。 因

此, 這種模型法, 又可稱之為化歸法。 例如,

我們利用龐卡萊 (Poincaré) 模型和球面模

型, 可以把非歐幾何的相容性, 化歸為歐氏幾

何的相容性, 再利用算術模型, 又可進一步把

歐氏幾何的相容性, 化歸為算術理論的相容

性。[13] 然而, 對於一個新理論而言, 並不需要

如此逐步化歸, 一般地說, 只要是在古典數學

中, 能夠為其構造一個數學模型已足, 因為古

典數學已經過億萬群眾長期的科學實踐檢驗。

維林金在 《中學數學現代基礎》 一書中

指出: “利用模型法也可以解決所給公理系統

的獨立性問題。 如果理論 T 中的公理 A, 由

其它公理既不能證明, 也不能否定, 則稱公

理 A 是與其它公理相獨立的。要證明所給公

理 A 的獨立性, 應該建立一個新的公理系

統, 在其中將公理 A 換成它的否定,而T中其

它公理則保持不變。 如果所給的公理系統以
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及用上述方法由它所得到的新公理系統都是

相容的, 那麼, 則稱公理A與該理論體系T中

的其它公理是相獨立的”。[14] 假設 Σ 為一個

公理系統, 並且已證得它是相容的。 令 Σ =

{A1, A2, A3, · · · , An}, 欲證其中某一條公

理 Ai (i = 1, 2, · · · , n) 對於 Σ 中其餘各條

公理是獨立的, 可以先構造一個與Ai 相矛盾

的命題 Ai (也可表示為¬Ai), 然後再證明新

構造的公理系統 {Σ′+Ai} 具備相容性 (其中

Σ′ = {A1, A2, · · · , Ai−1, Ai+1, · · · , An}),

由此即可推得 Ai 對於 Σ 中其餘各條公理具

有獨立性。

現在我們來證明歐氏幾何希爾伯特公理

系統中平行公理的獨立性:

該公理系統共有二十條, 按照希爾伯特

著 《幾何學基礎》 一書中所排列的順序, 平行

公理可記為 p18, 而整個公理系統可記為:

∑
= {p1, p2, p3, · · · , p20}。

欲證p18對於Σ′={p1, p2 · · · p17, p19, p20}

是獨立的, 可以另構造一個公理系統 {Σ′ +

p18}, 其實這個系統即是非歐幾何的公理系

統。 其中 p18 = { 設 a 為任一直線, A 為 a

外的任一點, 在 a 和 A 所決定的平面上, 至

多有一條直線通過 A, 但不和 a 相交。}, 此

為歐氏幾何的平行公理。

p18 = { 設 a 為任一直線, A 為 a 外

的任一點, 在 a 和 A 所決定的平面上, 至少

有兩條直線通過 A, 但不和 a相交。}, 此為羅

氏幾何的平行公理。

p′18 = { 設 a 為任一直線, A 為 a 外

的任一點, 在 a 和 A 所決定的平面上, 沒有

一條直線通過 A, 但不和 a 相交。}, 此為黎

氏幾何的平行公理。

對於歐氏幾何的公理系統, 可以表示為

Σ; 對於羅氏幾何的公理系統, 可以表示為

{Σ + p18}; 對於黎氏幾何的公理系統, 可以

表示為 {Σ + p′18}。 這三種幾何學的公理系

統都是二十條, 所不同的僅僅是平行公理在

陳示上的一字之差, 但是, 由此而推演出的幾

何定理, 則是迥然各異! 例如, 在歐氏幾何中

可推出三角形的內角和等於 π, 在羅氏幾何

中可推出三角形的內角和小於 π, 在黎氏幾

何中可推出三角形的內角和大於 π。

由上述可知, 利用模型法不難證明公理

系統 {Σ′ + p18} 和 {Σ′ + p′18} 是相容的,

因而可以斷言: 在希爾伯特的歐氏幾何公理

系統中, 平行公理對於其餘各條公理是獨立

的。 事實上, 這即是利用公理系統的相容性來

證明它的獨立性。

至於公理系統的範疇性 (Categoric-

ity), 是指它的任意兩個模型都同構。 從直觀

意義上來講, 所謂兩個模型同構, 是指它們的

元素及元素間的關係與其所研究的問題的性

質無關。

近代以來,一些新建立的公理系統, 多數

是不完備的。 例如, 群、 環、域的公理系統, 就

是如此。 公理系統不具完備性的這些理論, 其

特點往往是: 抽象概括性較高, 應用範圍較

廣, 公理系統中基本概念和基本命題的個數

較少, 選取模型的自由度也較大。

由於一切數學理論, 都可以以集合論做

為基礎, 因而, 任何公理系統的無矛盾性, 經

過逐步化歸, 都可最終化歸為集合論的無矛
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盾性問題。 然而, 關於集合論的無矛盾性問題

又將如何解決呢? 在第三次數學危機 [15] 的

沖擊下, 數學家們積極開展集合論公理化的

研究,設法把集合概念限制為康托在 1899 年

所提出的相容的集合。[16] 數學家 E. 策墨略

(Zermelo, 1871-1953) 在 1908 年提出了

一個集合論公理系統, 後來, 數學家弗倫克林

(Fraenkel) 和斯考萊姆 (Skolem) 又加以改

進, 從此便形成舉世公認的 ZF 公理系統。

引起數學家們爭論的另一個問題, 就是

選擇公理。 這條公理說: 從一族非空集合中

各取一個元素, 可以構成一個新的集合。 在一

個相當長的時間內, 有些數學家希望用 ZF

系統來否定選擇公理, 可是, 1940 年哥德爾

(Gödel) 卻出人意料地證明了 ZF 系統與選

擇公理彼此相容。 於是, 到本世紀 40-50 年

代, 數學家們又普遍傾向於接受選擇公理。 因

而, 在數學大廈裡, 現在實際上存在著兩種集

合論, 即不包含選擇公理的集合論 (簡稱 ZF

系統) 和包含選擇公理的集合論 (簡稱 ZFC

系統)。[17]

由於承認選擇公理與不承認選擇公理,

都可能會引出一些悖論[18], 因而, 我們必須

清楚地看到: 今天數學大廈的基礎仍然存在

一道裂縫, 數學的理論體系尚未達到最終的

完善與和諧!

那麼, 究竟應該以何種態度來對待數學

理論中的悖論問題呢? 布爾巴基學派的態度

是 “泰然自若”, 他們曾經這樣說過: “就像以

往曾多次出現過的一樣, 將來有朝一日悖論

可能會產生, 在悖論突然出現的迅猛打擊下,

數學一定會保存下來, 其巍巍大廈的主體部

分決不會傾毀。 為了重新建立無矛盾的體系,

人們將繼續通過對數學的概念和方法進行調

整來克服這些困難, 而系統地採用公理方法,

像在 《數學原本》 中所做的那樣, 必然會大大

有助於縮短追索悖論產生根源的過程。 廿五

個世紀以來, 數學家們曾一再糾正他們的錯

誤, 眼看著他們的科學並不因為產生過悖論

而變得荒蕪貧瘠, 反而日益繁榮昌盛。 追思往

昔, 默念未來, 我們完全有權利感到心寧神怡,

泰然自若。”

五、 建立數學公理系統的一般

思維方法

有人把數學公理系統的建立說得神秘莫

測, 甚至加以歪曲, 把公理系統的建立說成是

神的意志。 很顯然, 公理學並非神學, 公理系

統乃是對於大量數學知識的抽象概括, 是數

學推理論證的出發點, 並非像神學那樣極力

排斥理性, 把一切根據統統歸諸於聖經。

法國數學家 R. 笛卡爾 (Descartes,

1596- 1650) 是近代唯理論哲學的傑出代表,

他提出: 演繹法以公理為前提, 公理是不需要

任何論證的, 只要純粹的直覺就能理解。 在笛

卡爾看來, 直覺是一種理智活動, 不只是感性

直觀活動。 他認為通過直覺就能發現作為推

理起點的、 無可懷疑而清晰明白的概念, 也就

是說, 直覺是發現公理的過程或活動。

美籍華人數學家王浩教授在 《對哥德爾

的反思》 的學術報告中曾經提出: 戴德金得

到匹阿諾自然數公理系統, 是來自於對自然

數列的分析。 分析顯然是以一種數學直觀為
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基礎。 王浩教授認為這個事實對於說明哥德

爾的公理化理論, 乃是一個最合適的例子, 而

哥德爾的公理化理論的主要內容, 則是由分

析概念而確定公理。 [19]

當然, 這種由分析概念而確定公理條文

的思維方法, 也並非一朝一夕之功效。 往往要

經由幾代數學家的艱苦的思維勞動, 甚或經

過曲折迂迴的歷史發展過程。 以自然數的公

理系統而論, 十七世紀, 德國著名數學家 J.

W. 萊布尼茲 (Leibniz, 1646-1716), 曾經

利用演繹法一 絲不苟地證明了 2 + 2 = 4。

2+2 = 2+(1+1) = (2+1)+1 = 3+1 = 4

他在這個證明中使用了加法的結合律以

及 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, 4 = 3 + 1

等自然數的定義。 到十九世紀中葉, 德國著名

數學家格拉斯曼又挑選出一個定義加法和乘

法的公理系統。 1888 年, J. W. R. 戴德金

在其論文 《數是什麼? 數應該是什麼? 》 中

提出了關於自然數的性質應該接受的六條事

實, 並以此作為公理。 1891 年 G. 匹阿諾

(Peano, 1850-1932) 正式在自己的論文中

提出了自然數公理系統, 此系統後來被稱為

匹阿諾自然數公理系統。[20]

德國著名數學家 D. 希爾伯特在名著

《幾何學基礎》 一書中, 曾經提出: “建立幾

何的公理和探究它們之間的聯繫, 是一個歷

史悠久的問題, 關於這個問題的討論, 從歐幾

里得以來的數學文獻中, 有過難以數計的傑

作, 這個問題實際上就是把我們的空間直觀,

加以邏輯的分析”。[21] 由此可見, 對於空間直

觀的邏輯分析乃是建立幾何公理系統的一般

思維方法。

從數學理論的邏輯結構上來看, 不外乎

是通過一些元素和關係, 來定義和推演另外

的一些元素和關係。 然而, 要想對於其中的

所有元素和關係都下定義, 並且對於這些元

素和關係之間的一切性質都加以證明, 那是

根本不可能的。 追本求源, 必然會存在有不可

定義的元素和關係, 而這些元素和關係, 分

別稱為基本元素和基本關係, 二者統一稱為

基本概念。 再者, 對於它們的含意和性質, 還

必須加以規定, 亦即是對於它們在數學推理

和演算中的作用,還必須加以說明和限制。這

種說明和限制的條文, 就叫做基本命題, 或

者稱之為公理。 因此, 在任何公理系統中都

必須包含有基本概念和基本命題這兩個組成

部分, 並且其中的基本命題乃是對於基本概

念的定義。 由於這種定義並非十分顯然, 有

時又稱之為隱定義。 以中國象棋而論, “馬

走‘日’字, 象走‘田’, 車走直路, 砲翻山”, 這

是下棋規則, 也是下棋的公理, 這些公理亦即

是對“馬”、“象”、“車”、“砲” 的隱定義。 1900

年, 希爾伯特在巴黎國際數學家代表大會上

的講演中, 曾經明確提出: “在研究一門科學

的基礎時, 我們必須建立一套公理系統, 它包

含著對於這門科學基本概念之間所存在的關

係的確切而完備的描述。 如此所建立起來的

公理, 同時也是這些基本概念的定義”。

任何一個數學公理系統的建立, 都是在

該分支的理論發展到比較成熟的階段才開始

醞釀的。 數學家從實際問題加工提煉成數學

知識, 這是第一次抽象, 而後由已經積累的

數學知識, 加工改造成為具有內部邏輯脈絡

的理論系統, 則需要進一步再抽象。這種再抽

象, 即是該數學分支的公理化過程。 在這個過
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程中, 要經由邏輯分析, 把有關形成概念和理

論的最根本的要素抽取出來, 而把那些無關

宏旨的東西加以揚棄, 這裡往往需要分析與

綜合、 演繹與歸納、 實驗與抽象等科學方法

的並舉兼施。 按照著名數學家阿蒂亞 (M. F.

Atiyah) 的描述, 建立公理系統的思維過程

是: “專心致志地考慮問題的各個方面, 把它

們變成公理, 然後研究它們的推論。 像物理的

情形一樣, 認識到形形色色的問題中那些共

有的特徵, 應該抽出來加以公理化, 這是一個

經驗和判斷的問題。 最終的嚴格考驗, 就是對

原來的數學問題是否有新的認識”。 [22]

在建立公理系統時, 由於對基本概念和

基本命題的不同選擇, 使得同一個數學分支,

在不同的時間和地點, 經過不同數學家的抽

象思維活動, 也可以建立起形式迥異的公理

系統。 例如, 就群論來說, 它的很多性質都可

以用來作為自己的定義。 荷蘭數學家 H. A.

羅倫茲 (Lorentz, 1853-1928) 曾舉出四十

多種關於群的定義。[23] 其中每一種定義, 都

可以看作是一種公理系統, 因而, 也可以說,

群論至少有四十多種不同的公理系統。 以歐

氏幾何而論, 有 Euclid 系統、Hilbert 系

統、Veblen 系統、Forder 系統、 Bachmann

系統等, 此外, 在歐氏幾向系統中, 將三角形

合同公理換以公理 “三角形兩邊之和大於第

三邊”, 並保留其他一切公理, 這就是閔可夫

斯基的 “數的幾何”(Leipzig, 1896)。 儘管如

此, 但仍然不可以把公理系統的建立, 誤認為

是數學家們隨心所欲地取捨而致。 英國著名

數學家 M. F. 阿蒂亞曾經鄭重地指出: “經

常有人說, 現代數學的特點, 就是建立公理系

統的自由, 言外之意, 我們不斷地為自己發明

一些新規則, 搞一些同傳統數學問題無關的

遊戲, 我認為這個觀點是錯誤的”。[24]

1900 年, 希爾伯特在巴黎國際數學家代

表大會上講演時曾經提到: “一門科學基礎的

穩固是特別具有吸引力的, 對於基礎的檢驗

永遠是研究者們至關重要的問題 · · · 為了成

功地研究一門科學的基礎, 就必須對於這門

理論有深入的理解。 只有對於建築物的基地,

有透徹的和細節上的暸解的建築師, 才有可

能為建築物奠定堅實的基礎”。 一般地說, 對

於一個公理系統, 在細節上的深入理解, 多數

是在論著發表以後的歲月裡, 例如, 希爾伯特

的世界名著 《幾何學基礎》 一書, 從1899年

的第一版, 到1930年的第七版, 先後作了系

列的修正與精煉, 而其中有些細節, 至今仍然

有人在探討和研究。[25] 再者, 一個數學分支

公理化的完成, 並不意味著是這個分支理論

發展的終結, 而是將促使這一數學分支進一

步地向縱深方向的發展與開拓!

六、 數學公理化方法的作用及

其局限性

數學公理化方法是研究數學的重要思維

方法, 它對於近代數學和其他自然科學的發

展, 起過重要作用和深遠影嚮。關於數學公理

化方法的主要作用, 可概括為如下四點:

1. 從歐幾里得到“布爾巴基”, 經歷過

二十多個世紀, 數學的主要支柱和分支, 大多

數都進行了公理化, 使得整個數學構成一個

龐大、 嚴謹、 優美的理論體系。
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2. 根據一定水平的公理化要求而編寫

的具有邏輯演繹體系的數學教材, 既符合於

教學和認識過程的規律, 又有利於培養學生

的邏輯思維能力, 乃是一種行之有效的措施。

3. 數學公理化方法不僅可以整理和提

煉已經積累的數學知識, 使之構成嚴謹優美

和諧的理論體系, 而且可以擴大數學理論和

方法的應用範圍。這是因為, 如若一個公理系

統能夠適用於某種對象的集合, 則它的一切

推論也應該適用於該對象的集合。 再者, 數學

家們如欲檢驗一個數學理論體系是否適用於

某種對象的集合, 只需驗證該理論的公理系

統能否適用, 這樣可以減少大量的思維勞動。

4. 數學公理化方法對於現代物理學、

理論力學以及其他各門自然科學的表述方法

都有重要借鑒作用。 大衛 · 希爾伯特在第二

次國際數學家大會上講演時曾經指出: “波

爾茲曼關於力學原理的著作 (Vorlesungen

über die Prinzipe der Mechanik, Leipzig,

1897), 提出了數學研究由原子論觀點導出連

續介質運動規律的極限過程問題 · · · 我們還

必須試圖通過一種極限過程, 從一組公理出

發來推出剛體運動的規律 · · · 如果用幾何學

作為處理物理公理的模型, 那麼, 我們首先要

試圖借助於少量的公理, 來概括盡可能廣泛

的一類物理現象, 然後再加進新的公理, 逐步

地過渡到更特殊的理論”。 近年來, 莫爾卡諾

夫曾指出: “在狹義相對論的範圍內, 關於超

光速可能性的最終解決, 沒有嚴格的公理化

是不可能的”。

從本世紀四十年代開始, 由於電子計算

機的飛速發展和廣泛應用, 引起了在數學發

展史上由來已久的算法傳統的興起, 致使在

純粹數學中得到廣泛應用的公理化方法表現

出明顯的局限性。

在數學方法中有宏觀與微觀之別, 公理

化方法是一種宏觀數學方法, 它的主要功能

在於對已經積累的大量數學知識進行加工、

整理、 改造和重建工作。而微觀數學方法則包

含有命題形式推理、 數學計算等, 其中既有以

一定的邏輯推理法則為依據的方法, 也有以

某種數學分支所特有的算法技巧為依據的方

法。 在通常情況下, 數學工作者在解決一個具

體問題時, 往往是先從現存的數學寶庫中去

搜尋適宜的微觀數學方法, 而並非首先去求

助於某個公理化系統。

注釋

[11] F. S. 梅里特著: 《工程中的現代數學方法》,

1981 年, 科學出版社翻譯出版。

[12] 維林金等編著、 唐復蘇譯 《中學數學現代基

礎》 北京師範大學出版社出版 p. 37。

[13] H. B. 葉莫夫著裘光明譯 《高等幾何學》,
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221。
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茲 (Leibniz) 和牛頓 (Newton) 等在微積

分中引用了未經釐清、 被視為當然的“無窮
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導致了第二次數學危機。 由於英國數學家羅
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公理; (xi) 選擇公理。 公理 (i) – 公理 (x)
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ZFC 公理系統。

[18] 對於悖論, 現在學術界絕大多數人都是採用

弗蘭克爾 (A. A. Fraenkel) 與巴–希萊爾

(Y. Bar-Hillel) 所提出的定義, 這個定義
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[20] 這個公理系統, 有時寫成五條, 有時也寫成

四條。 參見勃羅斯庫列亞柯夫著、 吳品三譯

《數與多項式》1956年, 高等教育出版社出

版, p.p.76-77。

[21] D. 希爾伯特著、 江澤涵等譯 《幾何學基礎》,

1958 年, 科學出版社出版, p.42。

[22] M. F. 阿蒂亞:《純數學的發展趨勢》《第三

次國際數學教育會議論文集》。

[23] 陳重穆、金民 勇: 《關於 群 的 定義》《數 學

進展》, 1958. 4., p.p.127-131。
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—本文作者任教於阜陽師範學院數學系—

更正:《數學中的公理化方法》(上) 注釋有誤。 本刊第十七卷第一期第85頁注釋 [10]刪去,

而將該頁的注釋 [11]改為 [10]。


