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0. 引言:

在 Brown 運動, 加法過程,Markov 過

程等機率論研究領域中,P. Lévy 認為與其將

它們各別處理, 還不如先由泛函分析著手, 再

引入上述機率論一系列的研究中而觀其所扮

演的角色, 一方面可更展現其輝煌的一面, 同

時亦可觸覺到其至今仍繼續影響世人的思想,

且可將這些研究的前端中某些未來展望的問

題變為近代的模式來處理, 此亦為 Lévy 之

貢獻。

Lévy (1886–1971) 的 100 年誕辰之

紀念活動已經結束了, 今天能再認識其偉大

業績, 特別是由泛函分析觀點來探討他在機

率論方面的工作, 尤其是對 Brown 運動研

究方法的改觀方面, 實意義深遠。

吾人之目標為回到 Lévy 所用的隨機過

程理論根源之一的泛函分析, 經由再認識其

思想而探討出其研究的方針。 為此, 本文的大

綱如下:

I. 首先, 想看如何將泛函的分析引入隨機分

析內。

II. 對於多變數參數之 Gauss 隨機場

(Ran- dom field) 的泛函分析處理法,

及

III. 應用方面, 尤其是物理學上的問題的再

認識。 對於這些問題, 若篇幅許可的話

擬詳加論述。

1. 泛函數

定義於區間 [0, 1] 上之函數 x(t), 其平

方的積分為有限, 即

‖ x ‖2 =
∫ 1

0
| x(t) |2 dt <∞ ,

記其全體為 L2[0, 1]。 此為 Hilbert 空間, 是

一代表性的無限維向量空間。 定義在此空間

上之實數值函數 U(x), x ∈ L2[0, 1], 為函

數之函數, 稱之為泛函數, 多半表示與通常的

函數有所區別。
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定義域為無限維時之此種泛函數, 當

然也可考慮微分或積分等的運算, 以致分析

學的研究仍可進行。 對於此種無限維分析學

Lévy 之想法是, 一方面將其投影在有限維空

間上施以運算後再讓維度趨於無限而考慮其

極限。 另一方面是直接對無限維的特性作精

密的觀察然後在其上處理而作新的嘗試。 對

此兩方面, 吾人對後者將可看出其意義深沉

的成果。

具體成果是由他的學位論文 (1911 年)

開始及以後多篇論文的發表, 這些論文皆收

集在 1951 年文獻 [L.3] “函數分析的基本

問題” 中。 Lévy 自己曾對其所作的泛函分析

工作做評價, 由在 1971 年國際科學史學會

他所提出的論題“曲線之函數與泛函數微分

方程式” 一文中更可看出其重要性。

這方面雖是 Lévy 的業績, 不過從函數

或曲線的泛函數之定義開始, 其全微分 (即變

分), 泛函數微分方程式, 可積分條件,Green

函數之變分或 Hadamard 方程式等問題還

應繼續作詳細研究。 泛函數積分之研究中所

需考慮的平均值, 無限維回轉群 (group of

rotations),Laplacian 等問題及無限維的調

和分析均僅以粗糙的形式提出, 但這些合起

來形成一種體系。

目前最深具意義者是在這些一連串的工

作中可以處處看出相對應於近代分析或隨機

分析中的結果。

泛函數之定義域所選擇的函數空間是以

上述 L2[0, 1] 為基準, 而考慮其種種變形, 例

如 Orlicz 空間, 其理論已明確顯示出對偶空

間的重要性。 以一種發展而言,1940 年 Lévy

考慮對 Brown 運動的隨機積分所衍生而成

之隨機面積作詳細研究。 此隨機面積一直被

作為 Brown 運動之典型二次泛函數在處理,

後來 Kolmogorov 等人於二次統計量中看到

它的存在, 又其他如角運動量之量子化, 群之

表現等, 隨機面積在想像不到的地方繼續活

躍著。 如此 Lévy 所引導之基本概念在意外

的地方具重要地位之事例在其他地方也可看

出幾個, 這些事實可顯示出他對重要觀念有

深入的洞察力。

2. 泛函數微分

在無限維空間 L2[0, 1] 上之泛函

數 U(x) 之微分, 當然指的是變分。 用座

標 x = (x1, x2, · · ·) 表示 x ∈ L2[0, 1]

而考慮 U(x) 的偏微分 ∂
∂xn

U(x), 不如由 x

變為 x+ δx 時取 U 之微小變化之主要部分

δU , 此即為其變分, 可表為

δU =
∫ 1

0
U ′

x(x; t)δx(t) dt, (1)

這個等式稱為 Volterra 公式, 這裡 U ′
x(x; t)

表泛函數微分。 描述 U(x) 變化的這個公式,

當 U 代以隨機過程 X(t) 時, 從結果來

看,X(t) 可想像為 X 時間上之變化 δX(t)

對各時點獨立之更新過程所表示之隨機變分

方程式之解, 此方程式下回再談。

二階之泛函數微分有兩類, 可表

為U ′′
x2(t) 與 U ′′

x,y(t, s)。 對 x 之微小變化 δx

作 Taylor 公式之展開吾人可得

U(x+ δx)

= U(x) +
∫ 1

0
U ′

x(t)δx(t) dt



4 數學傳播 十六卷四期 民81年12月

+
1

2

∫ 1

0
U ′′

x2(t)(δx(t))
2 dt

+
1

2

∫ 1

0

∫ 1

0
U ′′

xy(t, s)δx(t)δx(s) dsdt

+O(δx)
3。 (2)

Lévy 之 Laplacian △L 便定義為

△LU =
∫ 1

0
U ′′

x2(t) dt。 (3)

又 Volterra 之 Laplacian △V 定義為

△VU =
∫ 1

0
U ′′

xy(t, t) dt。 (4)

它們分別表 L2[0, 1] 上不同部分的分析。 特

別是 △L 及由此所發展的調和泛函數在隨機

分析上為重要的觀念。

3. 泛函數之平均與白雜訊測

度

在 L2[0, 1] 上,Lebesgue σ-有限測

度並不存在。 於是代替由測度而來之泛函

數積分的方法之一是考慮泛函數之平均值。

在 L2[0, 1] 上之一單位球 V 上 U 之平均

值是先取 V 之 n 維截面 Vn, 計算 U 限制

在 Vn 之函數 Un 之平均值 mn (= Un 在 Vn

上之積分值/Vn 之體積)。 若 limmn = m 存

在時,m 定為 U 在 V 上之平均值。

此事可如下理解之。 因為無限維球 V 之

平均值與球面

S =
{

x ∈ V :
∫ 1

0
|x(t)|2 dt = 1

}

之平均值相同。S 之元素 x(t), 0 ≤ t ≤ 1, 以

階梯函數來近似時, 可得等式

n
∑

1

x2
i△i = 1, △i =

1

n
。

這表示 n 維空間內點 (x1, x2, · · · , xn)

在
√
n 為半徑之球面 Sn−1(

√
n) 上。 在此

球面上考慮其均勻分配的機率測度, 此為這

球面之曲面面積之常數倍, 這個測度投影在

一維空間上 (如 x1 軸), 則當 n 很大時

與 Gauss 分佈相近。 此說明自由粒子之速度

分佈為 Gauss 分佈時與 Maxwell 公式所

說明的相吻合。 粗言之, 吾人變成要考慮在無

限維球面 S∞(
√∞) 上之均勻分配的機率測

度 µ, 由此可得對各座標軸方向之標準且獨

立之 Gauss 分佈, 即座標軸 {xi} 可視為

具相同標準 Gauss 分佈之獨立隨機變數序

列。 泛函數 U(x) 之平均值無他, 當 U 寫

成 U(x) = U(x1, x2, · · ·) 而視之為獨立隨

機變數序列 {xi} 之函數時, 恰為機率論上之

平均值。

例如 泛函數

U(x) =
∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
ϕ(x(t1), · · · ,
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x(tp); t1, · · · , tp) dt1 · · · dtp (5)

計算其對 V 之平均值時可得

(2π)
−p

2

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
ϕ(ξ1, · · · , ξp;

t1, · · · , tp) exp
[

−1

2

∑

ξ2
k

]

dξpdtp (6)

此為 Gâteaux 公式。

上述所出現之 {xi}, 均遵循著相同標

準 Gauss 分佈的獨立隨機變數序列, 稱之

為白雜訊 (white noise), 其分佈當然擴散在

無限維空間, 但如剛剛所述, 可想像為球面

S∞(
√∞) 上之均勻分佈。 關於此事吾人需

再稍微仔細的看看。

以 l2 表數列 a = (a1, a2, · · ·) 滿

足 ‖a‖2 ≡ ∑

a2
n <∞ 之全體, 以 ‖a‖ 為範

時 l2 成 Hilbert 空間。 視上述白雜訊為隨機

向量 x = (x1, x2, · · ·), 由大數法則, 則
(

∑N
i=1 x

2
i

)

N
→ 1

幾乎確實成立, 故 x 不屬於 l2。 考慮 l2 之部

份空間

e1 =

{

a ∈ l2 : ‖a‖2
1 ≡

∞
∑

1

n2a2
n <∞

}

。

以 ‖ ‖1 為範時 e1 成為一 Hilbert 空間,

其對偶空間記作 e∗1。 顯然

e1 →֒ l2 →֒ e∗1 (7)

成立。 回到 x, 由 Schwarz 不等式, a ∈ e1

時可得
∣

∣

∣

∣

∣

∑

n

anxn

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n

(nan)
(

xn

n

)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ‖a‖1

(

∑

n

(

xn

n

)2
)

1

2

。

獨立隨機變數之和

∑

n

(

xn

n

)2

之平均值
∑

n
n−2與變異數

∑

n
( 2

n4 ) 均收歛, 故

保證其為概收歛。 此保證隨機向量 x 之特徵

泛函數 C(a) 存在且可計算如下:

C(a) = E{exp[i〈x, a〉]}
= exp

[

−1

2
‖a‖2

]

, a ∈ e1,

此處 〈 , 〉 為 e1 與 e∗1 之序對

〈x, a〉 =
∑

n

anxn。

參考以上論述,Lévy 泛函數平均值的取法的

想法用吾人的語言表示出來更容易被了解。

若注意上述所見獨立隨機變數序列 {xi} 為

由 L2[0, 1] 之元素 x 的座標表現而來時, 取

相當於 e1 之 L2[0, 1] 的適當之子空間 E1

(其實定 E1 之拓樸為使 i : E1 →֒ L2[0, 1]

成 Hilbert Schmidt 型者即可), 類似 (7) 吾

人可得

E1 →֒ L2[0, 1] →֒ E∗
1 . (8)

此時對應於 e∗1 上之隨機向量 x 之分佈為 E∗
1

上之機率測度 µ。 於是 µ 之特徵泛函數

C(ξ) =
∫

E∗

1

exp[i〈x, ξ〉]dµ(x), ξ ∈ E1,

非為

C(ξ) = exp
[

−1

2
‖ξ‖2

]

, ξ ∈ E1 (9)
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不可。

如此, 吾人所考慮之泛函數 U(x) 之集

合, 可定為 Banach 空間 L1(E∗
1 , µ),U 之平

均值可視為對 µ 之積分。 如此的積分雖非直

接對應 Gateaux 之公式, 但吾人之設定可以

說是為了使 Lévy 的想法盡量活躍起來。 今

在 (8) 中 L2[0, 1] 代之以 L2(R1) 而不變

其基本的論述。 此時所定 E∗
1 (⊃ L2(R1))

上之機率測度稱為白雜訊測度。 由於此測度

為 Gauss 型, 有時稱為 E∗
1 上之標準 Gauss

測度。 又參數 (時間) 限制在 [0, 1] 時在 (8)

之 E∗
1 上所得之測度仍稱之為白雜訊測度。

因此,Lp(E∗
1 , µ), p ≥ 1 之元素稱為白雜訊

泛函數或稱為 Brown 泛函數。 後者之稱謂

是眾所週知 (次節), 此由於白雜訊是 Brown

運動對於時間微分而得來。

4. Brown 運動與加法過程

由於泛函數之積分已有完善的理論基

礎, 吾人應致力於微分法的推展。 但是在此之

前, 言及與產生白雜訊有密切關係之 Brown

運動, 應先看 Brown 泛函數實值上的意義為

何 ? 然後對尚不清楚的微分法或變分之觀念

努力作深入的理解。

前節裡獨立隨機變數序列是以自然的形

態登場。 對其部分和 Sn, n ≥ 1 之系列的考

慮也一樣。 此處 n 代之以連續之參數 t, 而考

慮 Sn 對應之 X(t), t ≥ 0 時, 不知變為如

何 ? 此為具獨立增量之隨機過程, 即任意選

取 t0 < t1 時,X(t1)−X(t0) 與 {X(s), s ≤
t0 } 為獨立。 此種過程稱之為加法過程。 特別

是當此過程為隨機連續時 : 即對任意 ε > 0

與 t0, 具有

P (|X(t) −X(t0)| > ε) → 0 (t→ t0)

之性質者, 樣本函數為第一種不連續且為右

連續時稱為 Lévy 過程。 再者 X(t + h) −
X(t) 之 分佈僅與 h 有關 (即具定常數增量)
時可得如下式所示的 Lévy-Itô 分解

X(t) = mt+σB(t)

+ lim
p→∞

∫

p>|u|> 1

p

(

uPdu(t)− tu

1 + u2
dn(u)

)

,

t ≥ 0。 (10)

此處 m 為常數,B(t) 為 Brown 運

動,PI(t),I 為曲間, 為 Poisson 過程, 若 I ∩
I ′ = ∅ 則 PI(t) 與 PI′(t) 為獨立且

E(PI(t)) = t · n(I),

dn 為 R
1 \ {0} 上具台之測度, 且滿足
∫

u2

1 + u2
dn(u) <∞

(由此可知上述 (10) 中關於 Pdu(t) 之積分的

定義), 其中 lim 表概收歛之意。 如此的 X(t)

之分解為唯一的。

上述分解除明顯部分 mt 外,Brown 運

動部分為連續樣本函數 (sample function),

而剩下部分為可跳躍樣本函數。 Lévy 是應

用 (10) 於滿足無限可分解法則特性之函數

訂定之, 此被認為具很大意義。 以現在的觀點

來看,(10) 之分解為機率論中最美麗基本定

理之一, 實不能忍受讓它僅留在機率論中。

此時 Brown 運動 B(t), 可被視為是

由連續之 Lévy 過程而定之樣本函數, 且可

導出為 Gauss 型。 特別是 B(t) − B(s),

其平均值為 0, 變異數為 |t − s| 且遵

循 Gauss 分佈。 由加法性, 若取時間微
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分 d
dt
B(t) = Ḃ(t), 以形式上而言可得

各 (時) 點獨立之系統 {Ḃ(t)}。 其嚴謹之

定義在 [1] Gel’fand and Vilenkin 書中

有詳論。Ḃ(t) 之樣本函數可視為$ 3 中 E∗
1

之元素, 取 ξ ∈ E1 時,〈Ḃ, ξ〉 為平均值

為 0, 且變異數為 ‖ξ‖2之 Gauss 型隨機變

數。 因此 exp[i〈Ḃ, ξ〉] 之特徵泛函數 C(ξ)

可由 (9) 式而得。 吾人應注意 {Ḃ(t)} 之

分佈為白雜訊測度 µ, 於是稱 {Ḃ(t)} 為白

雜訊, 為廣義之隨機過程。 如此, 前節中為了

考慮泛函數平均而自然的引入白雜訊測度 µ,

由座標獨立之隨機變數序列之討論開始到部

分和 Sn, 然後是類似連續過程而到加法過程,

再取 Brown 運動作為典型, 取時間微分而建

立白雜訊及其機率分佈, 再次發現 µ。 在研究

泛函數積分或函數空間之自然測度時, 吾人

應注意這些觀念相互之間有著密切的關連。

在 1920 年代, 仍然在思考函數空間上

的測度是有 N. Wiener。 他受 Lévy 工作影

響, 導入今日所謂 Wiener 測度, 以吾人之語

言而言, 可以說是 Brown 運動機率分佈。

5. 回轉群

Lévy 之著作 [L.3] 內, 曾考慮 L2[0, 1]

之某種回轉 (rotation), 對於 Laplacian

△L 之研究有用。 吾人在注意此事的同時, 也

應特別注意$ 3 中所見之事實, 即 µ 在形式

上而言為無限維球面 S∞(
√∞) 上具均勻分

配之測度, 而試導入無限維回轉群。 這種群是

由於吉澤尚明氏的提倡而有如下之定義。 取$

3 中之空間 E1 或取具更強的拓樸的核型空

間 (nuclear space), 今以 E 來表示。E 之

自同構 (automorphism) g 為E之回轉意

指 (i)g為E 之線性同胚函數 (linear home-

omorphism mapping),(ii) 對任意 ξ ∈
E, ‖gξ‖ = ‖ξ‖。E 之回轉之集合記作O(E)

而稱之為 E 之回轉群。 也有簡稱為 (無限維)

回轉群。

設 g 為 E 之回轉。 其共軛函數 g∗ 可

由

〈x, gξ〉 = 〈g∗x, ξ〉, x ∈ E∗, ξ ∈ E,

定之。 如吾人所期待的,O(E) 使白雜訊測度

不變:

g∗µ = µ。 (11)

為使泛函數之分析使回轉群 O(E) 活躍, 吾

人於是以回轉群 O(E) 所產生之機率調和分

析作為目標來進行討論。

首先, 由於 O(E) 為非常大的群, 吾

人從尋找與已知之群同構 (isomorphism)

的 O(E) 之子群開始。

1) 取 E 之所有有限維子空間 F 之回轉群

的代數和, 所得之集合記為 G∞。G∞ 可

視為 O(E) 之子群, 其元素稱為有限維

回轉。

2) Lévy 群 g; 設 {ξ} 為 L2(R1) 之完全

正規直交系 (complete orthonormal

system),N 為自然數全體,π 為 N 之

自同構 (automorphism)。ξ =
∑

anξn

時, 令

gπξ =
∑

anξπ(n),

則 gπ 可定義 E 之變換, 此時, 令

g = { gπ ∈ O(E) : ∀ε>0, ∃N, (12)
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∀n>N,#[i ≤ n; π(i) > n]<εn. }

#[· · ·] 表 [ ] 內之元素個數。 顯然 g

成一個群。

3) 由 R
1 之自同構 (automorphism) 之

族,

(gtξ)(u) = ξ(ψt(u))

√

√

√

√

∣

∣

∣

∣

∣

∂

∂u
ψt(u)

∣

∣

∣

∣

∣

,

t ∈ R
1,

所定義之單參數群 {gt} 族。

這些子群對泛函數之分析均有用, 同時

也是看通整個情形的強力工具, 尤其是對與

微分算子有關連之問題特別有效。 其詳細問

題在以下各節裡再進行討論。
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