
一組弦可將圓分成幾部份?
(一道簡單的計數問題所引發的兩個啟示)
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學過初等組合學的讀者, 甚至於一些高

中學生可能都作過或是聽過下面這個問題:

問題 I: 設 K 為一凸 n 邊形 (n ≥ 3)

。 假定任何三條 K 之對角線均不共點, 試

問 K 之內部 被所有對角線分成多少區域

(regions)?

如果我們假定 K 是一個圓的內接 n

邊形, 則問題 I 顯然與下面的問題等價:

問題 II: 將圓周上之 n 個點兩兩相連。

假定在所得的弦之中, 無三條共點, 試問圓之

內部被這些弦分成多少區域?

(嚴格來說, 問題 I 和 II 只能說是“幾

乎”等價, 因為問題 I 必須是 n ≥ 3 時才

有意義, 而在問題 II 中, 只需假定 n ≥ 2 ,

甚至於 n = 1 , 亦無不可。)

很明顯的, 如果 g(n) 和 f(n) 分

別表問題 I 和 II 的答案, 則有 f(n) =

g(n) + n 。 所以我們只需找出 f(n) 之

值即可。 如同作許多組合學問題時一樣, 我們

先對不太大的 n 計算 f(n) 之值, 看

看有沒有什麼格式 (pattern) 或蛛絲馬跡可

循。 當 n = 2, 3, 4, 5 時可以很快地算

出 f(2) = 2, f(3) = 4, f(4) = 8 以

及 f(5) = 16 。(參見圖一及圖二)。 因為

2 = 21, 4 = 22, 8 = 23, 16 = 24, 一些“聰

明”的讀者也許會遽下結論而作出 f(n) =

2n−1 的臆測 (conjecture )。 當然, 作出一

個臆測, 即使結論不對也不會有太大的關係,

因為還必須能加以證明才算數。

為了慎重起見, 我們現在再多走一步,計

算 f(6) 之值, 看看 f(6) = 25 = 32

是否成立。 用圖三中的圓內接六邊形, 你會發

現不管你多麼仔細地數, 數來數去, 結果總是

只有31個區域! 換言之, f(6) = 31 而不

是32。 這時你不得不承認你原來的臆測是錯

誤的, 而開始想辦法找尋正確的答案。 也許你

很不情願, 因為你覺得 f(n) = 2n−1 , 如

果對的話, 是個相當漂亮的公式, 但你不必灰
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心, 因為 f(n) 的真正公式還沒找到, 也許

它比你原來猜測的公式更漂亮, 亦未可知。 無

論如何, 我們已得到第一個啟示, 那就是:

不管已有的證據多麼令人信服, 在沒

有找到證明之前不能輕率地遽下結論。

圖一

(f(4) = 8)

圖二

(f(5) = 16)

圖三

(f(6) =?)

這也就是眾所週知的胡適先生的名

言“大膽假設, 小心求證”。 換句話說, 你可

以作任何大膽的假設, 但必須能加以證明才

行。

現在言歸正傳, f(n) 之值到底是多少

呢? 這個答案非常漂亮 (如果你等不及, 不

妨直接看下面的系一), 在一些書上可以找到

(例如參考書目之 [2]), 但大部份的書都沒有

給出證明,(甚至只提問題沒有答案), 即使給

出證明, 也相當複雜。 我們現在“以退為進”,

考慮下面這一個比問題 II 更一般化的問題:

問題 III: 設在一個圓內作 k 根弦。 若

無三弦共點, 則此 k 根弦將圓之內部分成多

少區域?

有兩點是可以立刻看出來的:

(i) 問題 II 是問題 III 的一個特殊情形。

(ii) 問題 III 的答案與這 k 根弦在圓內的

交點數目有關。 例如 k = 2 時, 若兩

弦不相交, 則圓被分成三個區域, 而若

兩弦相交, 則圓被分成四個區域。
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下面我們給出問題 III 的答案, 和一個

非常簡單的證明。

定理: 假定 k 根弦在圓內有 t 個交

點(注意: 圓周上的交點不算), 且無三弦共

點, 則此 k 根弦將圓之內部分成 k + t+1

個區域。

證明: 以 w(k, t) 表所求區域的個數。

我們對 k 用歸納法證明 w(k, t) = k+t+1

。

當 k = 1 時, 必然 t = 0 , 而一根弦

顯然將圓分成兩個區域, 故 w(1, 0) = 2 =

k + t + 1 。

假定 w(k, t) = k + t + 1 對某個

k ≥ 1 成立。 現在考慮加多一根弦 c 。 假定

c 在圓內產生 s 個新的交點。 以 q0 及

qs+1 表 c 之兩端點, 而以 q1, q2, · · · , qs

表在 c 上新產生之交點, 自 q0 至 qs+1

順序排列。 對任意之 i(0 ≤ i ≤ s) , 線段

qiqi+1 必然通過某個 (唯一的) 原來存在的

區域 R , 而將 R 分成兩個區域。 故從 q0

走到 qs+1 一共增加了 s+1 個新的區域。

於是 w(k + 1, t + s) = w(k, t) + s + 1 =

(k + 1) + (t + s) + 1 。 證明完畢。

由 w(k, t) 的公式可以立刻導出

f(n) 和 g(n) 之值:

系一: f(n) =
(

n

0

)

+
(

n

2

)

+
(

n

4

)

。

證明: 將一個圓的內接 n 邊形 K

的每一條邊及對角線都看成一根弦, 則弦的

個數為 k =
(

n

2

)

。 每一個在圓內的交點顯

然由兩根對角線 (即相當於 K 的四個頂點)

唯一決定, 故交點之個數為 t =
(

n

4

)

。 於是

f(n) = w(k, t) = k + t + 1

=

(

n

2

)

+

(

n

4

)

+ 1

=

(

n

0

)

+

(

n

2

)

+

(

n

4

)

。

系二: g(n) =
(

n−1

2

)

+
(

n

4

)

(n ≥

3) 。

證明:

g(n) = f(n) − n

= 1 +
n(n − 1)

2
− n +

(

n

4

)

= (n − 1)(
n

2
− 1) +

(

n

4

)

=

(

n − 1

2

)

+

(

n

4

)

。

從上面定理的證明, 我們得到第二個啟

示, 那就是: 當你感覺到一個問題的證明似

乎相當複雜時不妨“退一步”, 考慮這個問題

的一般化。 也許會忽然柳暗花明; 換句話說,

原來問題的特殊化可能反而堵塞了你的思路,

而在考慮一般化的情形時, 才會豁然開朗, 真

相大白。
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