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一道不等式的兩個不同證明

徐彥輝

命題: 若 a1, a2, . . . , an 為滿足
n
∑

i=1

ai = 1 的正數, λ ≥
1

n2
, 則

(
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秦慶雄,範花妹 (2012)運用均值不等式給出了這個命題的一種巧妙證明[1]。連威翔 (2014)

通過先證明特殊情形再推廣到一般情形證明了該命題[2]。 劉才華 (2016)採用 「以直代曲」思想

也證明了該命題[3]。 筆者現運用均值不等式得到了一種不同於文 [1] 的證法(即下文的證法1)。

同時, 筆者覺得文 [3] 的計算有些複雜, 筆者採用 「以直代曲」 的切線逼近思想得到了一種更簡

單的證法 (即下文的證法 2), 並對該命題的條件改進得到一個改進命題 (即下文的改進命題)。

為了給出筆者的第一種證法, 先證明一個引理。

引理: 設 a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ∈ R+, n ≥ 2, 則
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證明: (1) 先證明當 n = 2k (k ∈ Z+) 的情形命題成立。 對 k 用數學歸納法。

當 k = 1 時, 即只要證 (a1 + b1)(a2 + b2) ≥ (
√
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2,
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2 ≥ 0, 顯然成立。

假設當 k = s 時命題成立。 則當 k = s+ 1 時
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故當 n = 2k(k ∈ Z+) 的情形命題成立。

(2) 再證明 : 若 n = r + 1 時命題成立, 則 n = r (r ≥ 2, r ∈ Z+) 時命題成立。

令 A= r
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綜上, 引理得證。

證法1: 由引理得
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知上式成立, 證畢。

證法2: 將原不等式變形為
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即只要證 n2(n2λ− 1)x3 + 2nx2 − (1 + 3n2λ)x+ 2nλ ≥ 0, 即只要證
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證畢。

證完以後, 我們還可以進一步考慮條件 λ ≥
1

n2
是否是最優的, 是否可以改進? 如我們可

以考慮 : 當 λ <
1

n2
時, 即 n2λ − 1 < 0 時, 命題是否成立? 從 (1) 式中, 我們可以發現
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: 由於 (nx − 1)2 ≥ 0, 故只要 (n2λ − 1)x + 2nλ ≥ 0, 就可以得到 (nx − 1)2 × [(n2λ −

1)x+ 2nλ] ≥ 0。 由於 (n2λ− 1)x+ 2nλ 可以看成是關於 x 的一次函數, 故當 λ <
1

n2
時,

只要 (n2λ− 1) · 1 + 2nλ ≥ 0, 即當
1
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≤ λ <
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時, 則對於任意的 x ∈ (0, 1), 都

有 (n2λ− 1)x+ 2nλ ≥ 0。 所以, 原命題的條件可以改進, 即得到一個改進命題。

改進的命題: 若 a1, a2, . . . , an 為滿足
n
∑

i=1

ai = 1 的正數, λ ≥
1

n(n + 2)
, 則

(

a1 +
λ

a1

)(

a2 +
λ

a2

)

· · ·
(

an +
λ

an

)

≥
(1

n
+ nλ

)n

.
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