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關於廣義對稱權方和不等式

蘇化明 · 潘 杰

摘要: 對文獻 [1] 中的廣義對稱權方和不等式進行了深入討論。

關鍵詞: 廣義對稱權方和不等式, 加權冪平均不等式, Radon 不等式, Archbold 不

等式。

「數學傳播」 季刊第 31 卷第 1 期 (民國 96 年 3 月) “一個不等式的誕生”[1] 一文從實際

生活中的一個最優化問題經過不斷推廣, 最後得到如下廣義對稱權方和不等式:

若 ai, bi ∈ R
+ (i = 1, 2, . . . , n) (n ≥ 2), ρ, λ ∈ R,

當
λ

ρ
∈ (1, +∞) ∪ (−∞, 0) 時, 則
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等號成立 ⇔ a1b
λ−ρ
1 = a2b

λ−ρ
2 = · · · = anbλ−ρ

n ;

當 0 <
λ

ρ
< 1 時, 則

n
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b
ρ
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等號成立 ⇔ a1b
λ−ρ
1 = a2b

λ−ρ
2 = · · · = anbλ−ρ

n 。

從數學教學的角度來看, “一個不等式的誕生” 應該是一篇具有創見性的好論文, 因為該文

闡述了一個數學問題發現的全過程, 可以啟發大家如何由此及彼、 由表及裡、 由特殊到一般地進

行思考問題, 如何利用已有問題去進一步探索新問題、 尋求新結論。 但從科學研究的角度來看,

該文所得到的廣義對稱權方和不等式並不是新的結論, 而是著名的加權冪平均不等式的一個推

論。 本文就此問題展開討論。
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首先介紹

定理 A: 設 ai > 0, pi > 0 (i = 1, 2, . . . , n), r、 s 為實數且 r < s, 則
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其中等號成立若且唯若 a1 = a2 = · · · = an。

不等式 (3) 即著名的加權冪平均不等式, 它的證明可見 [2] 、 [3] 、 [4]。

由定理 A 可得

定理 A′: 設 ai > 0, pi > 0, qi > 0 (i = 1, 2, . . . , n), r、 s 為實數且 r < s, 則
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其中等號成立若且唯若
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)
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=
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)
1
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證明: 設 qi > 0, 在不等式 (3) 中用
( qi

pi

)
1

s−r

ai 代替 ai, 用 p
s

s−r

i q
−

r
s−r

i 代替 pi (i =

1, 2, . . . , n), 經整理即可得到不等式 (4)。

不等式 (4) 是由不等式 (3) 變形而得到的, 因而不等式 (3) 和 (4) 是等價的。 但由於不等

式 (4) 兩邊加權係數的不同, 因而可用其解一類非對稱變數的不等式問題。 作為不等式 (3) 或

(4) 的推論, 我們有

推論1: 設 pi > 0, qi > 0, ai > 0 (i = 1, 2, . . . , n),

當 k > 1 或 k < 0 時, 有
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∑
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(5)、 (6) 兩式中等號成立若且唯若
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) 1
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證明: 當 k > 1 時, 在 (4) 中取 s = k, r = 1, 整理後即得 (5); 當 k < 0 時, 在 (4) 中

取 s = 1, r = k, 整理後並互換 pi, qi 的位置, 即得 (5)。

類似方法可得 (6)。

若在 (5)、 (6) 中分別取 k =
λ

ρ
, pi = 1, 再用 ai, b

ρ
i 分別代替 (5)、 (6) 中的 qi 與 ai, 即

可得到 (1)、 (2)。 反之, 我們也可以由不等式 (1)、 (2) 得到不等式 (5)、 (6), 因而不等式 (1)、

(2) 和不等式 (5)、 (6) 是等價的。 同時我們也證明了不等式 (1)、 (2) 為定理 A′ 或定理 A 的

推論。

若在不等式 (5)、 (6) 中分別取 pi = 1, qi = b1−k
i (bi > 0, i = 1, 2, . . . , n), 可得

推論2: 設 ai > 0, bi > 0 (i = 1, 2, . . . , n), 則

當 k > 0 或, k < 0 時, 有
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∑
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當 0 < k < 1 時, 有
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(7)、 (8) 兩式中等號成立若且唯若

a1

b1
=

a2

b2
= · · · =

an

bn

.

不等式 (7) 即著名的 Radon 不等式[5]。 在 (7) 中取 k = m + 1 (m 為自然數), 即得文

[1] 的推論 1 (權方和不等式)。

設 p > 0, q > 0,
1

p
+

1

q
= 1, 在 (5)、 (6) 中分別取 k =

1

p
, pi = 1, qi = A, ai = B

p
i

(i = 1, 2, . . . , n), 可得
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推論3: 設 Ai > 0, Bi > 0 (i = 1, 2, . . . , n), p > 0, q > 0 且
1

p
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= 1, 則當 p > 1
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(9)、 (10) 兩式中等號成立若且唯若
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不等式 (9)、 (10) 即著名的 Hölder 不等式。

下面我們進一步說明不等式 (5)、 (6) 的應用。

推論4: 設 ai > 0, λi > 0, pi > 0, qi > 0 (i = 1, 2, . . . , n) 且
n
∑
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其中等號成立若且唯若 λ1 = λ2 = · · · = λn, a1 = a2 = · · · = an 及
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=
p2

q2

= · · · =
pn

qn

。

證明: 在不等式 (5) 中用 ar
i +

λi
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i

代替 ai (i = 1, 2, . . . , n), 則有
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在 (5) 式中取 qi = pi 可得
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在 (5) 式中取 piλi = qi, k = −r 可得
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由於
n
∑

i=1

piai = c, 故由 (12), (13), (14) 知不等式 (11) 成立。
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特別在 (11) 中取 pi = qi = λi = 1 (i = 1, 2, . . . , n), r = c = 1, 則當 k > 1, ai > 0

(i = 1, 2, . . . , n) 且
n
∑

i=1

ai = 1 時, 有
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∑
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推論5: 設 ai > 0 (i = 1, 2, . . . , n) 且
n
∑

i=1

ai = A, p 為正常數, q 為非負常數, 則當

k > 1 或 k < 0 時,
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(16)、 (17) 兩式中等號成立若且唯若 a1 = a2 = · · · = an。

證明: 在 (5)、 (6) 兩式中令 pi = qi = 1 並用 pai + q 代替 ai (i = 1, 2, . . . , n), 即得

(16)、 (17)。

推論6 (Archbold 不等式的推廣): 設 zi 為複數 (i = 1, 2, . . . , n), 而 αi 是滿足
n
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證明: 當 k ≥ 2 時, 在 (5) 中取 pi = 1, qi = αi, ai = |zi| (i = 1, 2, . . . , n), 則有
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當 k = 2 時, 由於
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此即 Archbold 不等式 (可見 [5] 或 [6])。

特別當 n = 2, α1 = 1 + c, α2 = 1 +
1

c

( 1

α1

+
1

α2

= 1
)

, z1 = a, z2 = b 時, 有
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(
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c

)

|b|2, (22)

此即 Bohr 不等式 (可見 [5] 或 [6])。

當 k > 2 時, 0 <
1

k − 1
< 1, 在不等式 (6) 中取 pi = qi = 1, ai =

1

αi

(i =

1, 2, . . . , n), 並用
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取代 k, 則有
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∑
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∑
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此即不等式 (18)。

當 k = 0 時, 由算術—調和平均不等式知 (19) 式成立。

當 k < 0 時,
1

k − 1
< 0, 在 (5) 中取 pi = qi = 1, ai =

1

αi

(i = 1, 2, . . . , n), 並用

1
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又 1 − k > 1, 所以
[ n

∑

i=1

(α−1
i )

1

k−1

]1−k

≥ n2−k.

由於 k < 0 時 (5) 式成立, 所以當 k < 0 時 (20) 式仍成立, 故由上式及 (20) 可得
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故不等式 (19) 成立。
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正如文 [1] 所述, 不等式 (5)、 (6) [或 (1)、 (2)] 的應用舉不勝舉, 作為本文的結束, 我們

僅舉兩例予以說明。

例1: 若實數 xi (i = 1, 2, . . . , n) 滿足 1 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ m, 並且 k > 1, 這

裡 m、 k 均為常數, 試求下式的最小值

(x1 − 1)k +
(x2

x1
− 1

)k

+
(x3

x2
− 1

)k

+ · · ·+
( xn

xn−1
− 1

)k

+
( m

xn

− 1
)k

.

(第 42 屆美國 Putnam 大學生數學競賽題 B−2 題之推廣)

解: 在不等式 (5) 中用 n + 1 替代 n, 並取 pi = qi = 1 (i = 1, 2, . . . , n + 1), 再取

a1 = x1 − 1, a2 =
x2

x1
− 1, . . ., an =

xn

xn−1
− 1, an+1 =

m

xn

− 1, 則有

(x1 − 1)k +
(x2

x1
− 1
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)k

+ · · ·+
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xn−1
− 1

)k

+
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)k
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[

x1 +
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x1
+
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x2
+ · · · + xn

xn−1
+

m

xn

− (n + 1)

]k

.

利用算術—幾何平均不等式, 得

x1 +
x2

x1

+
x3

x2

+ · · · + xn

xn−1

+
m

xn

≥ (n + 1) n+1
√

m,

從而有

(x1−1)k+
(x2

x1
−1

)k

+
(x3

x2
−1

)k

+· · ·+
( xn

xn−1
−1

)k

+
( m

xn

−1
)k

≥(n+1)( n+1
√

m−1)k. (23)

由不等式 (5) 及算術—幾何平均不等式等號成立條件知不等式 (23) 取等號成立若且唯若

x1 =
x2

x1
=

x3

x2
= · · · =

xn

xn−1
=

m

xn

,

解此方程組得 x1 = n+1
√

m, x2 =
n+1
√

m2, . . . , xn = n+1
√

mn, 故若且唯若 x1 = n+1
√

m,

x2 =
n+1
√

m2, . . . , xn = n+1
√

mn 時,

(x1 − 1)k +
(x2

x1
− 1

)k

+
(x3

x2
− 1

)k

+ · · · +
( xn

xn−1
− 1

)k

+
( m

xn

− 1
)k

取最小值 (n + 1)( n+1
√

m − 1)k。

特別當 k = 2, m = 4, n = 3, x1 = r, x2 = s, x3 = t 時, 可知, 當 r =
√

2, s = 2,

t = 2
√

2 時,

(r − 1)2 +
(s

r
− 1

)2

+
( t

s
− 1

)2

+
(4

t
− 1

)2
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取最小值 12− 8
√

2, 此即第 42 屆 (1981 年) 美國 Putnam 大學生數學競賽試題 B−2 之答

案。

(註: 這裡的方法不同於 [7])

例2[8]: 給定非線性規劃

min f(x) =

n
∑

i=1

βi

xi

受限制於
n
∑

i=1

αixi = A, 其中 αi, βi, xi, A 均為正數且 αi, βi (i = 1, 2, . . . , n), A 為常數。

試證明目標函數的最優值由下式給出:

f(x∗) =
1

A

[ n
∑

i=1

(αiβi)
1

2

]2

. (24)

證明: 在不等式 (5) 中取 k = −1, ai = xi, pi = αi, qi = βi (i = 1, 2, . . . , n), 則有

n
∑

i=1

βi

xi

≥
( n

∑

i=1

αixi

)

−1[ n
∑

i=1

(αiβi)
1

2

]2

, (25)

即

n
∑

i=1

βi

xi

≥ 1

A

[

n
∑

i=1

(αiβi)
1

2

]2

。

因此目標函數的最小值由 f(x∗) =
1

A

[

n
∑

i=1

(αiβi)
1

2

]2

給出。

註: 由 (25) 式可知
( n

∑

i=1

αixi

)( n
∑

i=1

βi

xi

)

≥
( n

∑

i=1

√

αiβi

)2

, (25′)

其中等號成立若且唯若
√

α1

β1
x1 =

√

α2

β2
x2 = · · · =

√

αn

βn

xn.

特別在 (25′) 中取 αi = βi = 1 (i = 1, 2, . . . , n) 並略加變形, 則可得算術—調和平均

不等式:
1

n

n
∑

i=1

xi ≥
n

n
∑

i=1

x−1
i

. (26)

在 (25′) 中取 αi = βi = xi (i = 1, 2, . . . , n), 則可得算術—均方根不等式:
√

√

√

√

1

n

n
∑

i=1

x2
i ≥ 1

n

n
∑

i=1

xi. (27)
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在 (25′) 中取 xi = 1, αi = r2
i , βi = s2

i (ri, si 均為實數, i = 1, 2, . . . , n), 則得 Cauchy-

Schwarz 不等式:
( n

∑

i=1

r2
i

)( n
∑

i=1

s2
i

)

≥
( n

∑

i=1

|risi|
)2

≥
( n

∑

i=1

risi

)2

, (28)

因而不等式 (25′) 也稱為變形的 Cauchy-Schwarz 不等式。
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