
代數數與無理數的探討

莊智仰

一、 簡介:

高中數學中, 探討了一些數 (代數數) 是否為無理數的問題。 例如:
√

2, 3+
√

2,
√

2+
√

3

均是無理數, 而
√

2 +
√

3 +
√

5 也是無理數, 但證明上就不太容易了。 大學三年級時, 修了許

志農教授的 “數學解題”, 其書上就有一題, 是要證明
√

2 +
√

3 +
√

5 +
√

7 是無理數的問題,

也因此令我想去探討這類問題。

一些帶有根號的數值是否是無理數並不如想像中顯然, 例如:
3

√

2 +
√

5 +
3

√

2 −
√

5 實

際上就是1. (註: 是
3

√

2 +
√

5 +
3

√

2 −
√

5 是 x3 + 3x − 4 = 0 的根式解形式)。 同時也

不難看出,
√

a +
√

a2 − 1 ±
√

a −
√

a2 − 1 =
√

2a ± 2, 當 2a ± 2 是完全平方數時, 該

數即是有理數。 這些形式的有理數, 多半是來自有有理根的多項式的根式解的形式。 另外, 有時

候我們想要找一個次數最低的有理係數 (整係數) 多項式 f(x), 使 f(
√

2 +
√

3) = 0。 這樣

的 f(x) 不難找, 是四次多項式 x4 − 10x2 + 1 = 0。 如果換成要找有理係數多項式 f(x), 使

f(
√

2 +
√

3 +
√

5 +
√

7) = 0, 就不太容易了。 更進一步的, 可以問說, 這樣的多項式, 至少要

是幾次多項式? 本文主要的內容, 就是要針對這兩個問題一般的情形, 提出一個完整的答案。

二、 內容:

我們先來看看如何找 f(x), 使得 f(
√

2 +
√

3 +
√

5 +
√

7) = 0。

結論一: 若 p1, p2, . . ., pn 為 n 個相異質數, a1, a2, . . ., ak 均為有理數, 其中 k = 2n。

{m1, m2, . . . , mk} = {ph1

1 ph2

2 phn
n |hi = 0 或 1, i = 1, 2, . . . , n}, 則存在一個非零的有理係

數多項式 f(x), deg f(x) ≤ 2n 使得 f(a1

√
m1 + a2

√
m2 + · · ·+ ak

√
mk) = 0。

證明: 令 y = a1

√
m1+a2

√
m2+· · ·+ak

√
mk, 由於 yr 均可寫成 ar1

√
m1+ar2

√
m2+

· · ·+ark

√
mk 的形式, 其中 ari 均是有理數, i = 1, 2, . . . , k。 因此, 考慮下列 k +1 = 2n +1

個式子,

yr = ar1

√
m1 + ar2

√
m2 + · · ·+ ark

√
mk, r = 0, 1, . . . , k. (1)

如果我們取 k + 1 個不全為零的有理數 cr, r = 0, 1, . . . , k, 使得下列 k 個式子成立,

a0rc0 + a1rc1 + · · ·+ arkck = 0, r = 1, . . . , k. (2)
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則由 (1), (2) 可得到

cky
k + · · ·+ c2y

2 + c1y + c0 = 0

那麼令 f(x) = ckx
k + · · ·+ c2x

2 + c1x + c0 即為所求。 注意滿足 (2) 且不全為零的 cr 是存

在的。 因為將 cr, r = 0, 1, 2, . . . , k 看成 k + 1 個變數, 而 (2) 一共只有 k 個方程式, 因此必

有非零解。 而求解過程只是 aij (均是有理數) 進行加減乘 (除) 的運算, 所以, 自然可以找到非

零的有理數解。 至此, 我們得證這個結論。

推論一: 若 p1, p2,. . ., pn 為 n 個相異質數, a1, a2, . . . , ak 均為有理數, 其中 k =

dn。{m1, m2, . . . , mk} = {ph1

1 ph2

2 . . . phn
n | 0 ≤ hi < d, i = 1, 2, . . . , n}, 則存在一個非零的

有理係數多項式 f(x), deg f(x) ≤ dn, 使得 f(a1
d
√

m1 + a2
d
√

m2 + · · · + ak
d
√

mk) = 0。

結論一最主要是, 提供找多項式 f(x), 使 f(a1

√
m1+a2

√
m2+ · · ·+ak

√
mk) = 0 的方

法。 事實上, 我們可以運用行列式, 列出一個公式。 但是這樣並不足以說明 a1

√
m1 +a2

√
m2 +

· · ·+ak

√
mk 是無理數 (因為 a1

√
m1 +a2

√
m2 + · · ·+ak

√
mk 也許是 f(x) 的有理根)。 不

過, 運用結論一的結果, 我們先證明以下的結論, 再用它導出 a1

√
m1+a2

√
m2 + · · ·+ak

√
mk

是無理數。

結論二: 令 y 是由
√

p1,
√

p2, . . . ,
√

pn 和有理數進行加減乘除所得, p1, p2, . . . , pn 為 n

個相異質數, 則 y 可表為 a1

√
m1+a2

√
m2+· · ·+ak

√
mk, 其中 k = 2n。 而 {m1, m2, . . . , mk} =

{ph1

1 ph2

2 · · · phn
n |hi = 0 或 1, i = 1, 2 . . . n}, a1, a2, . . . , ak 均為有理數。

證明: 顯然, 我們可以令 y = b
c
, 其中 b, c 分別為

b1

√
m1 + b2

√
m2 + · · ·+ bk

√
mk, c1

√
m1 + c2

√
m2 + · · · + ck

√
mk.

由結論一, 我們可以找到一個多項式 f(x) 使得 f(c) = 0。 我們可以令 f(x) = xsh(x), 其中

h(x) 的常數項係數不為零的多項式, 如此可知 h(c) = 0。 令 h(x) = xg(x)− r, g(x) 是多項

式, 0是有理數, 則

y =
b

c
=

bg(c)

cg(c)
=

bg(c)

r
.

由此式易見, y 可化成 a1

√
m1 + a2

√
m2 + · · ·+ ak

√
mk 的形式。 得證。

推論二: 令 y 是由 d
√

p1, d
√

p2, . . ., d
√

pn 和有理數進行加減乘除所得, p1, p2, . . . , pn 為異

質數, 則 y 可表為 a1
d
√

m1+a2
d
√

m2+ · · ·+ak
d
√

mk, 其中 k = dn。 而 {m1, m2, . . . , mk} =

{ph1

1 ph2

2 · · · phn
n |0 ≤ hi < d, i = 1, 2, . . . , n}, ak 為有理數。

結論二最重要的是, 提供將一個根式分母有理化的方法。
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結論三: 若 p1, p2, . . . , pn 為 n 個相異質數, a1, a2, . . . , ak 均為有理數, 而且至少有兩項

不為零, k = 2n。 {m1, m2, . . . , mk} = {ph1

1 ph2

2 · · ·phn
n |hi = 0 或1, i = 1, 2, . . . , n}, 則 (I)

x = a1

√
m1 + a2

√
m2 + · · · + ak

√
mk 為無理數, 且 (II) x2 亦是無理數。

證明: 我們對 n 做歸納法證明。

一. n = 1 時, 命題顯然成立。

二. 令 n = j 時成立, 則當 n = j+1 時, x = a1

√
m1+a2

√
m2+· · ·+ak

√
mk, a1, a2, . . . , ak

中至少有兩項不為零。 其中 k = 2j+1。

(a) 我們先證明 x 是無理數。 令 s = 2j,

{g1, g2, . . . , gs} = {ph1

1 ph2

2 · · · phj

j |hi = 0 或 1, i = 1, 2, . . . , j},

則

x = c1

√
g1 + c2

√
g2 + · · ·+ cs

√
gs +

√
pj+1(d1

√
g1 +d2

√
g2 + · · ·+d2

√
gs) (1)

其中 c1, c2, . . . , cs, d1, . . . , ds 是適當有理數, 如果 d1 = · · · = ds = 0, 由歸納假設

即可知 x 是無理數。 所以我們不妨假設 d1, . . . , ds 不全為零, 此時由歸納假設容易推

論得 d1

√
g1 + d2

√
g2 + · · ·+ ds

√
gs 6= 0。 此時, 如果 x 是有理數, 那將 (1) 經過移

項, 可知
√

pj+1 能經由
√

p1,
√

p2, . . . ,
√

pj 和有理數進行加減乘除所得, 由結論二,

可知
√

pj+1 可表為 b1

√
g1 + b2

√
g2 + · · ·+ bs

√
gs。 如此, (b1

√
g1 + b2

√
g2 + · · ·+

bs

√
gs)

2 = pj+1, 由歸納假設得知, b1, b2, . . . , bs 中至多只有一項 bi 不為零, 於是有

(bi

√
gi)

2 = pj+1, 將此式展開後, 化成標準分解式, 比較 pj+1 的指數, 會得到矛盾。

因此 x 是無理數。

(b) 接下來證明 x2 是無理數。 接續 (a) 的討論, 為符號簡單起見, 我們令 v = c1

√
g1 +

c2

√
g2 + · · ·+ cs

√
gs, w = d1

√
g1 + d2

√
g2 + · · ·+ ds

√
gs 。 於是,

x2=(v2+pj+1w
2)+

√
pj+1(2vw)

=α1

√
g1+α2

√
g2+· · ·+αs

√
gs+

√
pj+1(β1

√
g1+β2

√
g2+· · ·+βs

√
gs) (2)

其中, α1, α2, . . . , αs; β1, β2, . . . , βs 是適當有理數, 而

v2 + pj+1w
2 = α1

√
g1 + α2

√
g2 + · · ·+ αs

√
gs,

2vw = β1

√
g1 + β2

√
g2 + · · ·+ βs

√
gs.

如果 x2 是有理數, 由 (2), 運用 (a) 的討論, 可知, 2vw = 0 且 v2 + pj+1w
2 是有

理數, 故 v = 0 或 w = 0, 因此我們分別可以得到 w2 或 v2 是有理數。 再由歸納假

設得知, v = 0, w = di

√
mi 或 w = 0, v = ci

√
mi, 不論何者都會使 a1, a2, . . . , ak

中只有一項不為零。 與假設矛盾。 故 x2 為無理數。
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三. 由 一、 二 及數學歸納法, 得證。

接下來我們對結論一所找到的多項式 f(x), 做一些較深入的討論。 我們先來定義所謂的最

小多項式。

定義: 若 a 是一個給定複數, f(x) 是個 m 次有理係數非零多項式, 滿足 f(a) = 0, 且

若有另一有理係多項式 g(x) 滿足 g(a) = 0, 則 deg g(x) ≥ m。 則稱 f(x) 是 a 的最小多

項式。 (換句話說, f(x) 是滿足 f(a) = 0 的最低次有理係數多項式。) (註: 不難發現, 上述

中 g(x) 必是 f(x) 的倍式, 否則 g(x) 除以 f(x) 的非零餘式 h(x) 也滿足 h(a) = 0 且

deg h(x) < deg f(x), 與 f(x) 的定義矛盾。)

先前在結論一中找到的 2n 次多項式, 是否能再讓次數更少一些呢? 在以下的結論中, 我

們給出這問題的答案。 首先, 我們先看一個引理。

引理一: 令 y = a1

√
p1 + a2

√
p2 + · · · + an

√
pn, f(x) 為一有理係數多項式且滿足

f(a1

√
p1 + a2

√
p2 + · · ·+ an

√
pn) = 0, 則

f(a1

√
p1 + a2

√
p2 + · · ·+ an−1

√
pn−1 − an

√
pn) = 0

證明: 令 z = a1

√
p1 + a2

√
p2 + · · ·+ an−1

√
pn−1, 如此 y = z + an

√
pn。 考慮此引理

中的有理係數多項式 f(x), 我們有 0 = f(y) = f(z + an

√
pn), 把 f(z + an

√
pn) 中的 z 看

成變數, 展開並整理後可發現,

f(z + an

√
pn) = h(z) + g(z)

√
pn = 0 (3)

其中 h(z) 和 g(z) 均是 z 的有理係數多項式。 觀察 (4), 由結論三的證明中, 我們知道,

h(z) = g(z) = 0 (4)

另外, 同理容易驗證

f(a1

√
p1 +a2

√
p2 + · · ·+an−1

√
pn−1−an

√
pn) = f(z−an

√
pn) = h(z)−g(z)

√
pn (5)

由 (4) 和 (5), 我們即可得到 f(a1

√
p1 + a2

√
p2 + · · ·+ an−1

√
pn−1 − an

√
pn) = 0。 得證。

結論四: 令 y = a1

√
p1 + a2

√
p2 + · · · + an

√
pn, 其中 a1, a2, . . . , an 均是不為零的有

理數, 則 y 的最小多項式 f(x) 恰為 2n 次多項式。

證明: 令 S = {b1

√
p1 + b2

√
p2 + · · · bn

√
pn|bi = ai 或 −ai, i = 1, 2, . . . , n}。 重複

使用引理一, 逐步遞推, 不難發現 S 中的元素均是 f(x) = 0 的根。 再由推論三的 (I), 我們知
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道 S 中有 2n 個元素 (也就是說, 不同 bi 的選取產生不同的數)。 因此, f(x) 至少是 2n 次多

項式。 而由結論一, 我們又知道 deg f(x) ≤ 2n, 因此 f(x) 恰為 2n 次多項式。

註: 不難看出, 在結論四的假設下, 用結論一的方法, 所找到的多項式 f(x), 恰是 2n 次有

理係數多項式。 也正好就是 y 的最小多項式。 而且, 這個多項式 f(x) 所有的根恰好是下列 2n

個數,

b1

√
p1 + b2

√
p2 + · · · bn

√
pn, bi = ai 或 −ai, i = 1, 2, . . . , n.

利用這些根, 將 f(x) 所有的一次因式相乘起來, 也是找 y 的最小多項式的一個好方法。

三、 總結:

利用體擴張 (field extension) 理論, 當 d 是質數時, 用結論三, 引理一和結論四的技巧,

可以證明和結論四雷同的結果: 若 p1, p2, . . . , pn 為 n 個相異質數, a1, a2, . . . , an 均是不為零

的有理數, 則 a1
d
√

p1 + a2
d
√

p2 + · · ·+ an
d
√

pn 的最小多項式為 dn 次多項式。 但當 d 不是質

數時, 就不容易討論了。

另外, 對於
3

√

2 +
√

5 +
3

√

2 −
√

5 之類的數是有理數與否, 以及它們和多項式根式解之

間的關係也很值得有興趣的人更深入的探討。
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