
關於 nn+1 > (n + 1)n 的證明及其應用

宋秉信

每當新的一年來臨之際, 我們常常會遇

到以年代號碼為數據, 編製出各種有趣的數

學問題。 這類題可作為習題用, 也可作為數

學競賽用。 還可作為課外活動競猜之用。 今年

年初我就遇到了這樣一道數學競猜題: 比較

19971998 與 19981997 的大小。 年年如此, 每

年都有新題目。 為徹底解決這類問題, 本文準

備就“比較 nn+1 與 (n + 1)n 的大小” 問題

進行深入的研究。

一、 nn+1 與 (n + 1)n 的比較

當 n = 1 時, 顯然 11+1 < (1 + 1)1。

當 n = 2 時, 有 22+1 < (2 + 1)2。

∴ 當 1 ≤ n < 3, n 為整數時, nn+1 <

(n + 1)n。 那麼, 當 n ≥ 3(n ∈ N) 時的情

況怎樣呢?

定理: 當 n(≥ 3) ∈ N 時, 有不等式

nn+1 > (n + 1)n. (I)

證明 (一): 用數學歸納法證。

當 n = 3 時, 34 > 43。 原不等式成立。

假設 n = k 時, 原不等式立, 即有

kk+1 > (k + 1)k (k ≥ 3) (1)

當 n = k + 1 時, 因

(k + 1)(k+1)+1

[(k + 1) + 1]k+1
= (k + 1)(

(k + 1)

k + 2
)k+1

(2)

∵ k2 +2k +1 > k2 +2k, 即
(k+1)2

k+2
>

k。

∴
k+1
k+2

> k

k+1
。

由 (2) 得

(k + 1)k+2

(k + 2)k+1
> (k + 1)(

k

k + 1
)k+1

=
kk+1

(k + 1)k
(3)

由 (1) 得 k
k+1

(k+1)k > 1

∴
(k+1)k+2

(k+2)k+1 > 1。 即 (k + 1)k+2 >

(k + 2)k+1。 這就是說, 當 n = k + 1 時,

原不等式也成立。

綜上可知, 對於 n ≥ 3 的任意自然數n,

不等式 nn+1 > (n + 1)n 總是成立的。

證明 (二): 用二項式定理證。

∵ 當n ≥ 3時, 有

(n + 1)n

= nn + C1
n
nn−1 + C2

n
nn−2
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+ C3
n
nn−3 + · · ·

+ Cn−2
n

n2 + Cn−1
n

n + 1

= nn

+ (C1
n
nn−1 + C2

n
nn−2 + · · ·+ Cn−2

n
n2)

︸ ︷︷ ︸

共(n − 2)項

+ (n2 + 1)

其中 Ck

n
nn−k = n(n−1)(n−2)···(n−k+1)

k!
nn−k

≤ nk · nn−k = nn (1 ≤ k ≤ n − 2)。

∴ 當n ≥ 3 時, 有

(n + 1)n ≤ nn + (nn + nn + · · ·+ nn)
︸ ︷︷ ︸

共(n − 2)項

+n2 + 1

= (n − 1)nn + n2 + 1

< (n − 1)nn + nn

= n · nn = nn+1。

證明 (三): 用極限方法證。

∵ 數列 {(1 + 1
n
)n} 當 n → ∞ 時, 是

單調遞增地趨於數 e, 即 limn→∞(1+ 1
n
)n =

e ≈ 2.7182818 · · ·

故當 n ≥ 3時, 有

(1 +
1

n
)n < e < n。

由此可知, (n+1)n

nn < n。 即

(n + 1)n < nn+1。

∴ nn+1 > (n + 1)n (n ≥ 3)。

通過以上各種證明, 我們已得出對於

n ≥ 3 的自然數 n, 都有 nn+1 > (n + 1)n

成立。 下面我們想將此結論加以推廣。

二、 推廣

對於任意給定的自然數 n0, 又如何比較

nn+1
0 與 (n0 + 1)n 及 (n + 1)n0 與 nn0+1

的大小呢?

假定 n0 ≥ 2 是給定的自然數, 因

log
n0

(n0 + 1)n − log
n0

nn+1
0

= log
n0

(n0 + 1)n

nn+1
0

= log
n0

1

n0

(
n0 + 1

n0

)n

= n logn0
(
n0 + 1

n0
) + logn0

1

n0

= n logn(1 +
1

n0
) − logn0

n0

= n logn0
(1 +

1

n0
) − 1。

∴ 當 n < 1
logn0

(1+ 1

n0
)

時, logn0
(n0 +

1)n < log
n0

nn+1
0 。 由於 n0 ≥ 2 > 1 ∴ 函數

log
n0

A 單調遞增, ∴ 即 (n0 + 1)n < nn+1
0 。

同理當 n > 1
log

n0
(1+ 1

n0
)

時,

log
n0

(n0 + 1)n > log
n0

nn+1
0 ,

即(n0 + 1)n > nn+1
0 (II)

當 n = 1
logn0

(1+ 1

n0
)

時, logn0
(n0 +

1)n = log
n0

nn+1
0 , 即 (n0 + 1)n = nn+1

0 。

實際上, 當 n0 ≥ 3 時, 由於 nn0

0 ≥

3n0 > en0。

∴

(n + 1)n0

nn0+1
=

1

n
(1 +

1

n
)n0

= {[(1 +
1

n
)n]n0}

1

n ·
1

n

∵ (1 +
1

n
)n < e, ∴

(n + 1)n0

nn0+1
< (en0)

1

n

1

n
。
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因對於任意給定的自然數 n0 ≥ 3, n0

能滿足條件 nn > en0 , 所以有

(n + 1)n0

nn0+1
< (en0)

1

n

1

n
< (nn)

1

n

1

n
= 1

∴ (n + 1)n0 < nn0+1。 (III)

三、 進一步探索

當變量 n 是連續變化時, 上面所討論的

結論是否仍成立? 具體來說, 如果設 x 是正

的實變量, 那麼

xx+1 < (x + 1)x x ∈ (0, 3),

xx+1 > (x + 1)x x ∈ [3,∞)。

是否還存在一個正數 k, 使得

xx+1 < (x + 1)x x ∈ (0, k),

xx+1 > (x + 1)x x ∈ [k,∞)。

我們用微分法對上述問題進行討論:

由於xx+1 > (x + 1)x ⇔ x
1

x > (x +

1)
1

x+1 。 設 y = x
1

x x ∈ (0,∞)。

∵ ln y =
1

x
ln x, ∴

y′

y
=

1 − lnx

x2

∴ y′ = y ·
1 − ln x

x2
= x

1

x ·
1 − ln x

x2

當 1 − ln x > 0, 即 ln x < 1, 亦即

0 < x < e 時, y′ > 0, 當 1 − ln x < 0, 即

ln x > 1, 亦即 x > e 時, y′ < 0。

因此, 當x ∈ (0, e)時, 函數 y = x
1

x 是

增函數。 當 x ∈ (e, +∞) 時, 函數 y = x
1

x

是減函數。 於是, 我們把 (一) 中的結論推廣

為:

當x ∈ (0, e)時, xx+1 < (x + 1)x,

當x ∈ (e, +∞)時, xx+1 > (x + 1)x。

(IV )

由上面的討論, 我們從函數 y = x
1

x 的

單調性, 還可得出更一般的結論。

當 a > b > e時, 有a
1

a < b
1

b , 即ab < ba。

當 0<b<a<e時, 有 a
1

a > b
1

b , 即 ab <ba。

(V )

四、 應用

由於有了上述判別公式, 那麼對於比較

19971998 與 19981997 的大小, 這樣的問題就

比較容易解決了。 由於 n = 1997 > 3。 所以

知 19971998 > 19981997。

如果誰問你 19992000 與 20001999 那個

大。 你可立刻回答他: 19992000 > 20001999。

因為 n = 1999 > 3。

例1: 試比較下列各數的大小:

(1) 5001996 與 4991997,

(2) 11111111 × 55554444 與 44445555。

解: (1) 5001996 = (499 + 1)1996,

4991997 = 4991996+1。 設 n0 = 1996, n =

499, 顯然有 19961996 > 31996 > e1996, 且

n0 = 1996 > 3。

∵ nn = 499499 > e1996 = e4·499 = e4 · e499

∴ 由公式 III 知 4991997 > 5001996。
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(2) 因為

11111111 × 55554444

44445555

= (
1111

4444
)1111 · (1 +

1111

4444
)4444

= (
1

4
)1111 · [(1 +

1

4
)4]1111

< (
e

4
)1111 < 1。

∴ 11111111 × 55554444 < 44445555。

例2: 比較 19983 與 31998 的大小。

解: 設 a = 1998, b = 3, 由於

a > b > e, 根據公式 V 知, ab < ba, 即

19983 < 31998。

也可這樣解:

∵ log 19983 = 3 log 1998 = 3 log

(37 − 189) < 21 log 3 < 1998 log 3 =

log 31998。

∴ 19983 < 31998。
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