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對一道遞迴數列問題的探索

連威翔

一、 前言

在國立新竹高中 101 學年度第二學期 「竹籤算籌數學有獎徵答」 活動中 (請參考 [1]), 高

一組第一次徵答第二題是個關於遞迴數列的問題, 問題如下:

第二題: 設 c 為非零整數, 定義數列 a1, a2, a3, . . . 為 a1 = 2 且

an+1 = can +
√

(c2 − 1)(an2 − 4), n = 1, 2, 3, . . . (1)

試證: a2000 是整數。 (提示 : 先列出 a1, a2, a3, . . ., 再觀察其關係)

首先, 由 (1) 式可知

an+1 − can =
√

(c2 − 1)(an2 − 4),

等號兩側取平方得

an+1
2 − 2can+1an + c2an

2 = c2an
2 − 4c2 − an

2 + 4,

因此

an+1
2 − 2can+1an + an

2 = 4(1− c2). (2)

同理有

an+2
2 − 2can+2an+1 + an+1

2 = 4(1− c2). (3)

計算 (3)−(2) 得

an+2
2 − an

2 − 2can+1(an+2 − an) = 0,

或者寫成

(an+2 − an)(an+2 − 2can+1 + an) = 0. (4)

由上式可知對任意正整數 n, 底下兩個遞迴式至少有一式須成立:

an+2 = an, (5)

an+2 = 2can+1 − an. (6)
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筆者研究過後,發現在不同的 c 值之下滿足遞迴式 (1) 之解 an 所對應的數列 〈an〉 (底下

簡稱遞迴式的解數列 〈an〉), 其連續三項 an, an+1, an+2, 有可能對任意正整數 n 恰滿足 (5),

(6) 兩式其中之一, 也有可能兩者皆滿足; 此外, 還有可能對某些正整數 n 恰滿足 (5) 式, 對另

外一些正整數 n 恰滿足 (6) 式。

為了清楚探討, 底下兩節我們就分別以 (5), (6) 兩遞迴式為標題, 而筆者將在不同 c 值之

下, 由遞迴式 (1) 求出數列 〈an〉 的表達式或討論其特性, 並說明數列 〈an〉 是否滿足該節標題

的遞迴式。 探討過程中, 也會順便完成原問題的證明。

二、 遞迴式 an+2 = an
本節中, 存在正整數 n 使 (1) 式的解數列 〈an〉 之相鄰三項 an, an+1, an+2 滿足標題之

遞迴式 (即 (5) 式) 的 c 值, 共有 c = 1, c = −1 與 c ≤ −2 三種情形。 其中, 當 c = ±1 時,

對於任意正整數 n, (5) 式均成立; 而 c ≤ −2 時, 僅對於滿足 n ≥ 2 的正整數 n, (5) 式成

立。 其詳細探討過程如下:

(a) 當 c = 1 時, 遞迴式 (1) 化為

an+1 = an,

因此 〈an〉 為常數列, 滿足

an = an−1 = · · · = a1 = 2,

由此結果可知 a2000 = 2 為一整數。

進一步看, 因為此時也有

an+2 = an+1 = an,

可知本情形之下, 對任意正整數 n, 遞迴式 (5) 均成立。

(b) 當 c = −1 時, 遞迴式 (1) 化為

an+1 = −an,

因此 〈an〉 為正負交錯數列, 滿足

an = −an−1 = · · · = (−1)n−1a1 = 2× (−1)n−1,

由此結果可知 a2000 = −2 為一整數。

進一步看, 因為此時也有

an+2 = −an+1 = an,

可知本情形之下, 對任意正整數 n, 遞迴式 (5) 均成立。
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(c) 當 c ≤ −2 時, 將已知條件 a1 = 2 代入遞迴式 (1), 得 a2 = 2c, 再將 a2 = 2c 代入 (1)

式, 可得 a3 = 4c2 − 2。 接著, 將 a3 = 4c2 − 2 代入 (1) 式後, 在化簡 (1) 右式的根式時,

因為 |c| = −c, 可得

a4 = 4c3 − 2c+ 4|c|(c2 − 1) = 2c.

因為有

a2 = 2c, a3 = 4c2 − 2, a4 = 2c,

可知接下來 a5 之值將於 a3 相同, 即 a5 = 4c2 − 2, 且接著由 a6 開始的各項之值將繼續

以 2c 與 4c2 − 2 交替出現 (註 1), 因此可知 a2000 = 2c 為一整數。

由上述結果, 可看出當 n ≥ 2 時, 遞迴式 (5) 成立。 但請注意, 當 n = 1 時, 由於 c ≤ −2,

可知 c2 ≥ 4, 因此有

a3 = 4c2 − 2 ≥ 14 > 2 = a1,

故 n = 1 時遞迴式 (5) 不成立。

(d) 當 c ≥ 2 時, 我們可證明在此情形下, 對任意正整數 n, 遞迴式 (5) 均不成立。 在證明這件

事之前, 我們先證明在遞迴式 (1) 的條件下, 對任意正整數 n 均有 an ≥ 2, 證明如下:

證明: 已知 c ≥ 2, 使用數學歸納法討論如下:

(1) 當 n = 1 時, 因 a1 = 2, 可知 a1 ≥ 2;

(2) 當 n = k 時, 設 ak ≥ 2, 其中 k ≥ 1, 則 ak
2 − 4 ≥ 0, 又 c2 − 1 > 0, 因此當

n = k + 1 時, 由遞迴式 (1) 可知

ak+1 = cak +
√

(c2 − 1)(ak2 − 4) ≥ cak ≥ 2c ≥ 4 ≥ 2.

由數學歸納法原理, 可知對任意正整數 n, an ≥ 2 均成立, 證畢。

利用上述結果, 可證明 c ≥ 2 時對任意正整數 n 遞迴式 (5) 均不成立, 證明如下:

證明: 當 c ≥ 2 時, 因為對任意正整數 n 均有 an ≥ 2, 故

(c2 − 1)(ak
2 − 4) ≥ 0.

因此由 (1) 式可知

an+1 = can +
√

(c2 − 1)(ak2 − 4) ≥ can ≥ 2an > an,

故數列 〈an〉 嚴格遞增, 從而對任意正整數 n, 我們有

an+2 > an+1 > an.

上式的結果告訴我們當 c ≥ 2 時, 對任意正整數 n 遞迴式 (5) 均不成立, 證畢。
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三、 遞迴式 an+2 = 2can+1 − an
本節中, 存在正整數 n 使 (1) 式的解數列 〈an〉 之相鄰三項 an, an+1, an+2 滿足標題之

遞迴式 (即 (6) 式) 的 c 值, 共有 c = 1, c = −1, c ≤ −2 與 c ≥ 2 四種情形。 其中, 當

c = ±1 時, 對於任意正整數 n, (6) 式均成立; 而 c ≤ −2 時, 僅 n = 1 使 (6) 式成立; 最後

當 c ≥ 2 時, 對於任意正整數 n, (6) 式均成立。 底下的內容, 將仿照上節列出四個項目的方式

進行詳細討論。

注意底下各項目中, 相關的討論與 a2000 為整數的證明若在上一節中已介紹過, 則此處將

會省略之, 請讀者自行參閱上一節中的相關內容。討論如下:

(a) 當 c = 1 時, 遞迴式 (1) 化為

an+1 = an,

因此 〈an〉 為常數列, 此時對任意正整數 n, 我們有

an+2 = an+1, an+1 − an = 0.

利用上述兩式, 我們可寫下

an+2 = an+1 + 0 = an+1 + (an+1 − an) = 2an+1 − an.

注意上式之頭尾恰好是對遞迴式 (6) 取 c = 1 的結果, 因此可知在本情形下, 對任意正整

數 n, 遞迴式 (6) 均成立。

(b) 當 c = −1 時, 遞迴式 (1) 化為

an+1 = −an,

此時對任意正整數 n, 我們有

an+2 = −an+1, an+1 + an = 0.

利用上述兩式, 同理可寫下

an+2 = −an+1 − 0 = −an+1 − (an+1 + an) = −2an+1 − an.

注意上式之頭尾恰好是對遞迴式 (6) 取 c = −1 的結果, 因此可知在本情形下, 對任意正

整數 n, 遞迴式 (6) 均成立。

(c) 當 c ≤ −2 時, 由上一節 (c) 項目的討論內容, 我們知道 a1 = 2, 且當 m ≥ 1 時有

a2m = 2c, a2m+1 = 4c2 − 2,

其中 m 為正整數。 因此數列 〈an〉 的前三項為

a1 = 2, a2 = 2c, a3 = 4c2 − 2,
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檢查過後可知滿足

a3 = 2ca2 − a1.

因此, 本情形下當 n = 1 時, 遞迴式 (6) 成立。

而當 n ≥ 2 時, 若 n 為偶數, 因為 c ≤ −2 且 c2 ≥ 4, 可發現有

an+2 − 2can+1 + an = 2c− 2c× (4c2 − 2) + 2c = 8c(1− c2) > 0;

而若 n 為奇數, 也可發現

an+2 − 2can+1 + an = (4c2 − 2)− 2c× 2c+ (4c2 − 2) = 4(c2 − 1) > 0.

因此對滿足 n ≥ 2 的正整數 n, 遞迴式 (6) 均不成立。

(d) 當 c ≥ 2 時, 在上一節 (d) 項目的討論中, 我們已證明在此情形下對任意正整數 n 遞迴式

(5) 均不成立。 然而在第一節當中, 我們已證明對任意正整數 n 而言 (5), (6) 兩遞迴式至

少有一式須成立, 這表示對任意正整數 n, 遞迴式 (6) 必須成立。

在遞迴式 (6) 對任意正整數 n 成立的條件下, 先由原問題初始條件 a1 = 2 與 (1) 式求出

a2 = 2c, 接著我們可透過數學歸納法證明 an 恆為整數, 證明如下:

證明: (1) 當 n = 1, 2 時, 已知 a1 = 2, a2 = 2c, 故 a1, a2 為整數;

(2) 當 n = k, k + 1 時, 若 ak, ak+1 均為整數, 其中 k ≥ 1, 則當 n = k + 2 時, 由於

ak+2 = 2cak+1 − ak,

因此知 ak+2 亦為整數。

由數學歸納法原理, 知 an 恆為整數, 證明完畢。

由以上證明結果, 我們也知道原問題關心的 a2000 為整數。

回顧與整理:

本節最後, 若回顧上一節與本節各個項目的討論結果,觀察在不同的 c 值下遞迴式 (1) 的

解數列 〈an〉, 則其相鄰三項 an, an+1, an+2 滿足 (5) 式或 (6) 式的各種情形可整理如下表:

表1

c 值範圍 an, an+1, an+2 對哪些正整數 n 滿足 (5) 式或 (6) 式?

c = ±1 對任意正整數 n, 同時滿足 (5) 式與 (6) 式

c ≤ −2 n = 1 時僅滿足 (6) 式 n ≥ 2 時僅滿足 (5) 式

c ≥ 2 對任意正整數 n, 僅滿足 (6) 式
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四、 延伸探討

回顧前兩節兩個 (d) 項目的討論內容, 可發現當 c ≥ 2 時我們並未求出 an 的表達式。 因

此, 不妨利用本節計算當 c ≥ 2 時 an 一般項的表達式。

當 c ≥ 2 時, 遞迴式 (1) 的解 an 滿足二階遞迴式 (6) (可參考上一節末所列之表 1), 而

初始條件為 a1 = 2, a2 = 2c。 將遞迴式 (6) 改寫為

an+2 − 2can+1 + an = 0, (7)

此為常係數二階線性遞迴式, 其特徵方程式 λ2 − 2cλ+ 1 = 0 的兩根如下:

λ = c±
√
c2 − 1.

為求簡化符號, 我們令上述兩根為

α = c+
√
c2 − 1, (8)

β = c−
√
c2 − 1, (9)

則有 αβ = 1, 且由 c ≥ 2 的條件可知 α > β > 0。

由求解線性遞迴式的相關理論 (可參考 [2] 第 7.2 節), 知滿足 (7) 式的解可假設為

an = k1α
n + k2β

n, (10)

其中 k1, k2 為常數。 將 n = 1, 2 代入上式後搭配 a1 = 2, a2 = 2c 的條件, 可得方程組






k1α + k2β = 2

k1α
2 + k2β

2 = 2c
.

解上述方程組, 可得 k1 = 1/α, k2 = 1/β, 將此兩結果代入 (10) 式可知

an = αn−1 + βn−1, (11)

也就是有

an = (c+
√
c2 − 1)n−1 + (c−

√
c2 − 1)n−1. (12)

上式就是當 c ≥ 2 時, 在初始條件 a1 = 2, a2 = 2c 下滿足遞迴式 (6) 的解 an 之表達式, 同

時也是在初始條件 a1 = 2 下滿足遞迴式 (1) 的解 an 之表達式。

注意因 α > β > 0, 可知對任意正整數 n 有 αn−1 ≥ βn−1, 或者寫成

αn−1 − βn−1 ≥ 0. (13)
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利用 (11) 式與 αβ = 1 的條件, 可知

an
2 − 4 = (αn−1 + βn−1)2 − 4αn−1βn−1 = (αn−1 − βn−1)2 ≥ 0. (14)

對 (14) 式中等式部份的兩端加上根號後, 利用 (13) 式可得

√

an2 − 4 = |αn−1 − βn−1| = αn−1 − βn−1. (15)

此時回頭觀察 (8), (9) 兩式, 可知

α− c = c− β =
√
c2 − 1, (16)

再利用 (11) 式的結果, 配合 (15), (16) 兩式可知

an+1 − can = (αn + βn)− c(αn−1 + βn−1) = (α− c)αn−1 − (c− β)βn−1

=
√
c2 − 1× (αn−1 − βn−1) =

√
c2 − 1×

√

an2 − 4.

上式所得的結果, 移項後即得

an+1 = can +
√

(c2 − 1)(an2 − 4), (17)

而這應該就是第一節原問題中遞迴式 (1) 的由來。

不過, 原問題是將本節設定的條件 「c 為不小於 2 之整數」 放寬為 「c 為非零整數」 後再

看 (17) 式, 也因此才有第三節末之表 1 所列, 在不同的 c 值範圍下所得的不同結果。

五、 可能之推廣

接下來, 我們不妨把遞迴式 (7) 推廣為更一般的

an+2 − 2pan+1 + qan = 0, (18)

其中 p, q 為正實數且滿足 p > 1, p2 − q > 0, 並取初始條件 a1 = 2, a2 = 2p。 此時, (7) 式

只是對 (18) 式取 p = c, q = 1 且 c 為大於 1 之整數的特例。 遞迴式 (18) 的特徵方程式為

λ2 − 2pλ+ q = 0,

它有兩相異實根 p±
√

p2 − q。 我們令

α = p+
√

p2 − q, (19)

β = p−
√

p2 − q, (20)
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則同樣有 α > β > 0, 且有

α− p = p− β =
√

p2 − q. (21)

回顧 (10) 式的由來, 同理可知 (18) 式的解可假設為

an = k1α
n + k2β

n, (22)

其中 k1, k2 為常數。 將 n = 1, 2 代入上式後搭配 a1 = 2, a2 = 2p 的條件, 可得方程組






k1α + k2β = 2

k1α
2 + k2β

2 = 2p
.

解上述方程組, 可得 k1 = 1/α, k2 = 1/β, 將此兩結果代入 (22) 式可知

an = αn−1 + βn−1, (23)

也就是有

an = (p+
√

p2 − q)n−1 + (p−
√

p2 − q)n−1.

由於 αβ = q, 此時若仿照寫下 (14) 式時的想法, 改考慮 an
2 − 4qn−1, 可得

an
2 − 4qn−1 = (αn−1 + βn−1)2 − 4αn−1βn−1 = (αn−1 − βn−1)2 ≥ 0. (24)

注意因 α > β > 0, 可知對任意正整數 n, 我們有

αn−1 − βn−1 ≥ 0, (25)

仿照 (15) 式的推導方式, 利用 (24), (25) 兩式可得

√

an2 − 4qn−1 = |αn−1 − βn−1| = αn−1 − βn−1. (26)

接著, 依序利用 (23), (21), (26) 三式的結果, 可知

an+1 − pan = (αn + βn)− p(αn−1 + βn−1) = (α− p)αn−1 − (p− β)βn−1

=
√

p2 − q × (αn−1 − βn−1) =
√

p2 − q ×
√

an2 − 4qn−1,

因此得到

an+1 = pan +
√

(p2 − q)(an2 − 4qn−1). (27)

當然, 遞迴式 (17) 就是對上式取 p = c, q = 1 且 c 為大於 1 之整數的結果。 注意取 q = 1

可使 (27) 式中的 4qn−1 變成與 n 無關的常數 4, 從而得到較 (27) 式簡潔許多的 (17) 式。
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六、 結語

本文前三節的內容, 是先由非線性一階遞迴式 (1) 求出 (5) 與 (6) 這兩個線性二階遞迴

式, 接著再對不同的 c 值範圍, 探討遞迴式 (1) 的解數列 〈an〉 之相鄰三項 an, an+1, an+2 對

於哪些 n 值會滿足遞迴式 (5) 或 (6)。 第四節的 (12) 式是在 c ≥ 2 之條件下遞迴式 (6) 的

解, 它是本文想強調的一個重點,而藉由第四節後半的探討,我們也大約知道遞迴式 (1) 的由來

應與 (12) 式有關。

本文投稿後歷經兩次主要的修正, 感謝審稿者提供了許多有益的修正建言, 使本文得以更

臻完善。 其中, 在第一節由遞迴式 (1) 推得 (4) 式的手法與第二、 第三節分開探討 (5), (6) 兩

式的寫法均出自其建議, 前者完全取代了筆者原本推得 (4) 式時所用的方法, 而後者則使本文

原有的研究結果得以清楚呈現, 再次感謝。

註 1: 在 c ≤ −2 的條件下不難證明 2c 與 4c2 − 2 兩數不相等, 讀者不妨試著證明看看。
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