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等角差線定義修正與

n 倍等角差線 (nE.D.L.)猜想

李永約

壹、 前言

等角差線是我從高中時開始研究的主題, 大一將一些研究整理成第一篇研究發表於 《數學

傳播》 第 45 卷第 4 期 (2021)[1], 爾後鍾文體先生引用此篇研究,提供一些想法於 《數學傳播》

第 46 卷第 1 期 (2022) [2]。

鍾文體先生的文章讓我瞭解我對等角差線的定義不夠完備, 因此想用這篇研究解釋一些可

能造成誤會的定義並給出更完善的定義。 藉此篇研究, 我要引進新的名詞 「n 倍等角差線」(n-

multiple Equiangular Difference Line, nE.D.L.)。 沿用 〈等角差線 — 漸近線及其性質〉[1]

中找漸近線的方式找到 「n倍等角差線組」 之漸近線,並且對對偶 (Dual)與輻射點 (Radiation

Point) 的概念進行說明。最後提出 「n 倍等角差線猜想」,給予對這個主題有興趣的人一個研究

方向。

貳、 等角差線–定義修正

在 〈等角差線 — 漸近線及其性質〉[1] 中, 我給出的定義如下:

定義 1. △ABC, BC = l, ∠B = ∠C + α (0 < α < π), 我們稱動點 A 之軌跡為 BC = l

時之 α 等角差線 Γl
α, 如果 l = 1 可以簡寫成 Γα, 其中 0 < α < π。

在此, 我把 ∠B, ∠C 設為廣義角, 並修正定義如下:

定義 2. B 在直角坐標中的原點 (0, 0), C在直角坐標中的原點 (l, 0), 分別做過 B 和 C 的兩

條直線 L1 和 L2, 並設兩直線交點 A。 初始狀態 Ω 為 L1 : y = tanαx。 L1 和 L2 分別以逆

時針與順時針方向等速轉動 (i.e. 當L1旋轉角度 θ, 則 L2 也旋轉角度 θ, θ > 0), 直到兩條直

線回到原初始狀態 Ω, 則兩直線交點 A 點的移動軌跡為等角差線 Γl
α, 如果 l = 1 可以簡寫成

Γα, 其中 0 < α < π。
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其中初始狀態的定義為

定義 3. 初始狀態為當 L2 為 y = 0 時 L1 的直線表示。

圖 1: Γπ/6

容易知道 L1 旋轉角度 π 後, 會回到初始狀態 Ω。 經過簡單驗證, 此定義仍符合 〈等角差

線 — 漸近線及其性質〉[1] 的結果, 並且可用文中所引之參數式



















x =
l tan θ

tan(θ + α) + tan θ
,

y =
l tan θ tan(θ + α)

tan(θ + α) + tan θ
.

依 定義 2., 當 l = 1, α = π/6 圖形如圖 1 所示, 與鍾文體先生於 〈等角差線實為雙曲

線〉 [2] 所繪之圖 3 不同, 以下簡單討論原因。

鍾文體先生於文 [2] 中說 : 「根據本文第一段等角差線之定義,還應考慮 ∠B = ∠C − α

的情況。」 這句話根本沒有確實根據我在原文中的定義 (∠B = ∠C + α), 而且就算 ∠B =

∠C −α 為 ∠B = ∠C +α 之推廣, 也沒有詳盡的說明並推論。而後鍾文體先生用這句話獲得

Γ−π/6, 再將 Γπ/6 與 Γ−π/6 部分線段合併並依對稱性繪製後得到圖 3, 宣稱圖 3 為等角差線,

可是我們並不能稱之等角差線: 首先, Γ−π/6 本就不符合我在原文所述 Γα 中 α 應當在 (0, π)

之定義, 因此無法直接使用原文中奇函數的性質 — 對稱性; 即便直觀來看 Γ5π/6 與 Γ−π/6相

同, 但仍需進行證明後才能使用對稱性, 不可過度解釋與推廣。 綜上, 其與Γπ/6不相同, 不可一

併而論。 再者, 我已於 〈等角差線 — 漸近線及其性質〉[1] 根據定義畫出當 l = 1, α = π/6

時的等角差線於圖 2, 也載明其為 Γπ/6, 並不如鍾文體先生宣稱 [2] 文中所繪之圖 3 為當

l = 1, α = π/6 時的等角差線, 此圖也不符合我在文 [1] 中所獲得等角差線漸近線之結果。
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雖然引用了我的文章, 使用同樣的名詞 「等角差線」, 但鍾文體先生經過不詳盡的推論, 過

度推廣並錯用定理,所畫出的圖和我原文定義、 定理和圖皆有非常多出入。上述情況讓我知道可

能是我定義的不足以致鍾文體先生產生誤會。 因此, 在此篇重新嚴謹修正等角差線的定義。希望

往後研究此主題之朋友能夠沿用我在此篇中所有的定義與符號。

如此新定義下圖一所示圖形是否仍為雙曲線, 留待有興趣的人探討。

參、n倍等角差線與n倍等角差線組(The Group of nE.D.L.)

定義 4. B在直角坐標中的原點 (0, 0), C 在直角坐標中的原點 (l, 0), 分別做過 B 和 C 的兩

條直線 L1 和 L2, 並設兩直線交點 A。 初始狀態 Ω 為 L1 : y = tanαx 以及 L2 : y = 0。 L2

以順時針旋轉, L1 逆時針方向以 L2 旋轉速度的 n (n ∈ R+) 倍轉動 (i.e., 當 L1旋轉角度 θ,

則 L2 也旋轉角度 nθ, θ > 0), 直到兩條直線到下一個初始狀態 Ω′, 則兩直線交點 A 點的移

動軌跡為等角差線 Γl
α,n, 如果 l = 1 可以簡寫成 Γα,n, 如果 n = 1 可以簡寫成 Γl

α 即為等角

差線, 其中 0 < α < π。

我們可以把如此定義視覺化,例如等角差線即為模數相等且節圓直徑相同的兩齒輪嚙合後,

兩個齒輪中心各發出一直線光束後交會點的軌跡, 在 n 倍等角差線就變成模數相等且節圓直徑

比為 1 : n 的兩齒輪嚙合後, 兩個齒輪中心各發出一直線光束後交會點的軌跡。

圖 2: Γπ/6,7
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經過計算, 我們可以得到 Γl
α,n 的參數式



















x =
l tan θ

tan(nθ + α) + tan θ
,

y =
l tan θ tan(nθ + α)

tan(nθ + α) + tan θ
.

按照前述定義, 當 l = 1, α = π/6, n = 7 圖形如圖 2 所示, θ 從 0 到 2π 後, 圖形會

回到初始狀態 Ω。 當 n ∈ N, 原本的定義即可描述圖形。 然而, n 6∈ N 時定義會出現問題, 以

l = 1, α = π/6, n = 1/7 為例, 如圖 3, L1會經過六次不同的初始狀態後才回到原本的初始

狀態 Ω, 因此單定義 4. 不敷描述整個圖形, 故我們定義 n 倍等角差線組於定義 5.。

定義 5. n 倍等角差線組 {Γl
α,n} 為 Γl

α,n 回到原初始狀態 Ω 前 (可能回不去) 所經過所有初

始狀態所產生 n 倍等角差線之集合。

圖 3: {Γπ/6,1/7}

肆、 n 倍等角差線的漸近線

接著, 我們推廣 〈等角差線 — 漸近線及其性質〉[1] 中 β 的定義

β =
π − α

n+ 1
.

定理 1. ∀n ∈ R+, 在區間 0 < θ < β, Γl
α,n有漸近線

y = − tanβx+
nl

n + 1
tan β.
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證明: 如 〈等角差線 — 漸近線及其性質〉[1] 中求漸近線的方式, 設等角差線 原 x, y 分量分別

表示成 x′, y′, 而旋轉變換後 x, y 分量分別表示成 x′′, y′′ 將原等角差線用旋轉矩陣旋轉 β 角

[

cos β − sin β

sin β cos β

][

x′

y′

]

=

[

cos β − sin β

sin β cos β

]











l tan θ

tan(nθ + α) + tan θ

l tan θ tan(nθ + α)

tan(nθ + α) + tan θ











=













(

l tan θ

tan(nθ + α) + tan θ

)

(cos β − sin β tan(nθ + α))

(

l tan θ

tan(nθ + α) + tan θ

)

(sin β + cos β tan(nθ + α))













=

[

x′′

y′′

]

.

接著, 我們觀察 θ → β 的情況:

lim
θ→β

x′′ = lim
θ→0−

[

l tan(θ − β)(cosβ − sin β tan(n(θ − β) + α))

tan(θ − β) + tan(n(θ − β) + α)

]

= −∞,

lim
θ→β

y′′ = lim
θ→β

[

l tan θ(sin β + cos β tan(nθ + α))

tan θ + tan(nθ + α)

]

= lim
θ→β

[

l sec2 θ(sin β + cos β tan(nθ + α)) + nl cos β tan θ sec2(nθ + α)

sec2θ + sec2(nθ + α)

]

=
nl sin β

n+ 1
.

上式於第二個等號利用羅必達定理 (0
0
) 因此此 n 倍等角差線 (nE.D.L.) 變換後有一漸近線

y =
nl sin β

n+ 1
.

將此漸近線反變換回去即可得我們所要的原等角差線漸近線,現證此漸近線為

y = − tan βx+
nl

n + 1
tanβ.
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設漸近線原 x, y 分量分別表示成 X, Y , 而變換後之漸近線 x, y 分量分別表示成 X ′, Y ′,

[

cos β − sin β

sin β cos β

][

X

Y

]

=

[

X ′

Y ′

]

=







t

nl sin β

n+ 1






(t 為參數),

X =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t − sin β

nl sin β

n + 1
cos β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= cos β · t+
nl sin2 β

n+ 1
,

Y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cos β t

sin β
nl sin β

n+ 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= − sin β · t+
nl sin β cos β

n + 1
,

消除參數t, 可得X , Y關係為:

Y = − tan β +
nl

n+ 1
(
sin3 β

cos β
+ sin β cos β)

= − tan βX +
nl

n + 1
(
sin3 β

cos β
+

sin β cos2 β

cos β
) = − tanβX +

nl

n+ 1
tanβ,

所以 Γα,n 有漸近線

y = − tanβx+
nl

n + 1
tan β. ���

當我們取 n = 1 時, 用此上述定理 1. 加平移即可得到 〈等角差線— 漸近線及其性質〉[1]

中等角差線之漸近線。

圖 4: {Γ5π/7,6/7}
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伍、 特殊n倍等角差線(Singular nE.D.L.)

此前我們的討論都在 α > 0 上討論, 因為等角差線只有在初始角為 0 時會有問題不需特

別討論, 但是 n 倍等角差線非常容易出現初始角為 0 的情況, 如圖 4 所示, 因此我們把 α 的

範圍擴增到 [0, π) 進行探討。 我們可以看到有一條線很特別, 我們稱之為特殊 n 倍等角差線

(Singular nE.D.L.)。

定義 6. 一 n 倍等角差線 θ → 0 時趨近 x 軸於非 (0, 0) 之點, 則此 n 倍等角差線為特殊 n

倍等角差線。

定理 2. 特殊 n 倍等角差線初始角 α = 0, 其於 θ → 0 時趨近 x 軸於點
( l

n + 1
, 0
)

。

證明:

lim
θ→0

x = lim
θ→0

l tan θ

tan(nθ) + tan θ
= lim

θ→0

l sec2 θ

n sec2(nθ) + sec2 θ
=

l

n + 1
,

lim
θ→0

y = lim
θ→0

l tan θ tan(nθ)

tan(nθ) + tan θ
=

l

n + 1
· 0 = 0. ���

引理 3. ∀n =
q

p
∈ Q+ (p, q 互質), 對於 θ ∈ [0, pπ], φ ∈ [0, π]

x =
tan θ

tan θ + tan

(

qθ

p
+ α

)
=

tan pφ

tan pφ+ tan(qφ+ α)
,

y =

tan θ tan

(

qθ

p
+ α

)

tan θ + tan

(

qθ

p
+ α

)
=

tan pφ tan(qφ+ α)

tan pφ+ tan(qφ+ α)
,

在 θ = pφ 的時候。 故兩參數式對應相同的n倍等角差線組。

定理 4. ∀n =
q

p
∈ Q+ (p, q互質), ∀r < p, r ∈ N, α =

rπ

p
, {Γl

α,n}有特殊 n 倍等角差線。

證明: 根據前面的引理 1., 參數式可表示成

x =
l tan pθ

tan pθ + tan(qθ + α)
, y =

l tan pθ tan(qθ + α)

tan pθ + tan(qθ + α)
.
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將參數式回推到定義, 可以看成原初始狀態 Ω 為 L1 : y = tanαx 以及 L2 : y = 0。 L1

以逆時針旋轉角度 qθ, 同時 L2 以順時針方向旋轉角度 pθ。 每到一個新初始狀態 L1 旋轉角

度
qπ

p
, 此新初始狀態所產生之 n 倍等角差線為 Γl

γm,n, 其中 γm =
rmqπ

p
, 設 p > rm ≥ 0,

m+ r ≡ rm(mod p), m 為最一開始的原初始狀態到此新狀態前經過其他狀態次數加一。

rm 之值都不同直到 m ≥ p, 所以我們可知 {Γl
α,n} = {Γl

γm,n}
p−1

m=0, 故必定存在 0 ≤

m < p 使得 γm = 0, 於此, 滿足定理敘述的 n 倍等角差線組有特殊 n 倍等角差線。 ���

陸、n倍等角差線組的對偶 (The Dual of nE.D.L.)
與輻射點 (Radiation Point)

觀察 {Γπ/6,1/7} 和 {Γπ/6,7}, 兩個等差線組所形成的圖形。 兩圖形擺在一起看似有點對稱

的關係, 其實 {Γπ/6,7} 確實經過 (1
2
, 0) 點對稱後會變成 {Γπ/6,7}, 我們稱此情形為對偶。

定義 7. 任意 n 倍等角差線組所產生的圖形經過 ( l
2
, 0) 點對稱映射後所成圖形可為另一 n′ 倍

等角差線組產生, 則此 n′ 倍等角差線組為 n 倍等角差線組的對偶 (Dual)。

定理 5. ∀n =
q

p
∈ Q+ (p, q互質), ∃ α, α′ =

α

n
− λπ (λ ∈ N ∪ {0} 使得 0 ≤ α′ < π) 使

得 {Γl
α′,1/n} 為 {Γl

α,n} 的對偶。

證明: 根據引理 1., {Γl
α,n} 的參數式可寫為

x =
l tan pθ

tan pθ + tan(qθ + α)
, y =

l tan pθ tan(qθ + α)

tan pθ + tan(qθ + α)
,

其中 θ ∈ [0, π], {Γl
α′,1/n} 的參數式可寫為

x =
l tan qφ

tan qφ+ tan(pφ+ α′)
, y =

l tan qφ tan(pφ+ α′)

tan qφ+ tan(pφ+ α′)
,

其中 φ ∈ [0, π], 在 θ 和 φ 的取值範圍內, 取等式 φ +
α

q
= (1 + δ)π − θ, 其中 δ = 0 或 1
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使得在 0 ≤ θ ≤ π 等式仍成立。 取等式中的 θ 和 φ, 我們可得

l

2

(

tan pθ

tan pθ + tan(qθ + α)
+

tan qφ

tan qφ+ tan(pφ+ α′)

)

=
l

2













tan
(

pφ+
pα

q

)

tan
(

pφ+
pα

q

)

+ tan qφ

+
tan qφ

tan qφ+ tan(pφ+ α′)













=
l

2

(

tan(pφ+ α′)

tan(pφ+ α′) + tan qφ
+

tan qφ

tan qφ+ tan(pφ+ α′)

)

=
l

2
,

l tan pθ tan(qθ + α)

tan pθ + tan(qθ + α)
+

l tan qφ tan(pφ+ α′)

tan qφ+ tan(pφ+ α′)

=

−l tan
(

pφ+
pα

q

)

tan qφ

tan
(

pφ+
pα

q

)

+ tan qφ

+
l tan qφ tan(pφ+ α′)

tan qφ+ tan(pφ+ α′)

=
−l tan(pφ+ α′) tan qφ

tan(pφ+ α′) + tan qφ
+

l tan qφ tan(pφ+ α′)

tan qφ+ tan(pφ+ α′)
= 0.

故我們得證 {Γl
α′,1/n} 為 {Γl

α,n} 的對偶。 ���

當我們取 n = 1 時, 用此上述定理 4. 加平移即可得到 〈等角差線 — 漸近線及其性質〉[1]

中等角差線是奇函數的結果。

定義 8. 任意 n 倍等角差線組所產生的圖形經過 x =
l

2
線對稱映射後所成圖形可為另一 n′

倍等角差線組產生, 則此 n′ 倍等角差線組為 n 倍等角差線組的類對偶 (Quasi-Dual)。

定理 6. ∀n =
q

p
∈ Q+ (p, q互質), ∃ α, α′ = λπ −

α

n
(λ ∈ N ∪ {0} 使得 0 ≤ α′ < π) 使

得 {Γl
α′,1/n}為{Γl

α,n} 的類對偶。

證明: 根據引理 1., {Γl
α,n} 的參數式可寫為

x =
l tan pθ

tan pθ + tan(qθ + α)
, y =

l tan pθ tan(qθ + α)

tan pθ + tan(qθ + α)
,

其中 θ ∈ [0, π], {Γl
α′,1/n} 的參數式可寫為

x =
l tan qφ

tan qφ+ tan(pφ+ α′)
, y =

l tan qφ tan(pφ+ α′)

tan qφ+ tan(pφ+ α′)
,
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其中 φ ∈ [0, π], 在 θ 和 φ 的取值範圍內, 取等式 φ+
α

q
= δπ + θ, 其中 δ = 0 或 1 使得在

0 ≤ θ ≤ π 等式仍成立。 取等式中的 θ 和 φ, 我們可得

l

2

(

tan pθ

tan pθ + tan(qθ + α)
+

tan qφ

tan qφ+ tan(pφ+ α′)

)

=
l

2













tan
(

pφ−
pα

q

)

tan
(

pφ−
pα

q

)

+ tan qφ

+
tan qφ

tan qφ+ tan(pφ+ α′)













=
l

2

(

tan(pφ+ α′)

tan(pφ+ α′) + tan qφ
+

tan qφ

tan qφ+ tan(pφ+ α′)

)

=
l

2
,

l tan pθ tan(qθ + α)

tan pθ + tan(qθ + α)
−

l tan qφ tan(pφ+ α′)

tan qφ+ tan(pφ+ α′)

=

l tan
(

pφ−
pα

q

)

tan qφ

tan
(

pφ−
pα

q

)

+ tan qφ

−
l tan qφ tan(pφ+ α′)

tan qφ+ tan(pφ+ α′)

=
l tan(pφ+ α′) tan qφ

tan(pφ+ α′) + tan qφ
−

l tan qφ tan(pφ+ α′)

tan qφ+ tan(pφ+ α′)
= 0.

故我們得證 {Γl
α′,1/n} 為 {Γl

α,n} 的類對偶。 ���

依定理 4.與定理 5., 我們也許可以推論特殊 n 倍等角差線對 x 軸做對稱依然在同一等角

差線組中 (更甚, 可能一等角差線組有特殊 n 倍等角差線若且為若此等角差線組對 x 軸對稱)。

接下來我們定義輻射點, 如圖 5 兩條黑直線, 為 {Γ5π/7,6/7} 中的兩條漸近線, 其相交之

點為
( 6

13
, 0
)

, 我們稱之 {Γ5π/7,6/7} 的輻射點 (Radiation Point)。

定義 9. 輻射點是等角差線組中至少有兩漸近線相交之點。

定理 7. ∀n ∈ Q+, {Γl
α,n} 有唯一輻射點

( nl

n + 1
, 0
)

。

證明: 設 β ′ 為 π 與一等角差線 Γl
α′,n′ 之 α′ 之差除以 n′ + 1 之值。

{Γl
α,n} 與其對偶之類對偶 {Γl

α1,n} 中所有 n 倍等角差線依定理 1.可知在 0 < θ < β ′

有漸近線

y = − tan β ′x+
nl

n + 1
tan β ′.
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圖 5: {Γ5π/7,6/7}與其中兩條漸近線

可以得到所有利用定理 1.所得之漸近線皆交於點
( nl

n + 1
, 0
)

。

依定理 4.與定理 5.的對偶與類對偶性質我們知道 {Γl
α,n} 有一對偶 {Γl

α2,1/n
} 與類對偶

{Γl
α3,1/n

}, 依定理 1. 可知任意在 {Γl
α2,1/n

} 與 {Γl
α3,1/n

} 之 n 倍等角差線在 0 < θ < β ′ 皆

有漸近線

y = − tan β ′x+
l

n + 1
tanβ ′.

可以得到所有利用定理 1.所得之漸近線皆交於點
( l

n+ 1
, 0
)

, 將此點分別對偶與類對偶回去

皆可得
( nl

n + 1
, 0
)

, 因此 {Γl
α,n} 有唯一輻射點

( nl

n+ 1
, 0
)

。 ���

柒、n倍等角差線猜想

討論完 n 為正有理數之情況, 後面還有無理數等著我們挑戰, 在此我想提出兩個猜想。 從

前面的證明我可以提出第一個猜想

猜想 1. 對於所有正實數 n, 所有 α ∈ [0, π), n 倍等角差線 {Γl
α,n} 必定存在唯一輻射點。

其實這件事情不難理解的, 與前述的證明手法類似, 不過對偶與類對偶的概念可能無法用

於 n 為無理數時。 接著, 觀察 n 為正無理數時的等角差線組, 不難看出圖形滿布於 R2 平面,

於是我想提出第二個猜想:

猜想 2. 存在 n 為正實數, α ∈ [0, π), n 倍等角差線 {Γl
α,n} 中所有點的集合在 R2 平面上稠

密 (The set of all points in {Γl
α,n} is dense in the plane R2)。
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我對這個猜想有一個想法:

「任意在 R2 上的一點, 先證明是否存在一 n 倍等角差線 Γl
ω,n 通過此點, 而後取任

意小的 ǫ > 0, 證明在 {Γl
α,n} 中是否存在一 n 倍等角差線 Γl

ω±δ,n (δ > 0) 與此點

距離小於 ǫ。」

以上猜想, 期能給各位一個研究 n 倍等角差線的方向。

捌、 結語

發表第一篇等角差線的研究時, 我還不夠成熟, 也找不到相關資料, 於是當時本著前導研

究的態度研究這個主題。 在定義與研究過程中,難免會有模糊或錯誤,因此要仰賴各位先進給予

修正與意見。 於我而言, 所有的建議都是促使我進步的墊腳石, 所以歡迎各位前輩不吝賜教。

這段時間在臺大數學系學習幫助我更嚴謹地看待這篇研究, 也因為有鍾文體先生的指教,

讓我更認真地重新思考等角差線的定義,也讓我延宕已久的 n 倍等角差線研究能夠藉由這篇文

章發表出來, 希望大家能夠一同領略 n 倍等角差線的有趣之處。
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