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二次域類數與二元二次型理論介紹

余家富 · 洪梵雲

前言

二元二次型是代數數論中研究得最透徹的題材之一。 給一個整數 m 和一個係數皆為整數

的二元二次型 f(x, y) = ax2 + bxy + cy2, 我們很自然會問方程式 f(x, y) = m 有沒有整數

解? 這些解的數量有多少? 如何得到這些解? 因為二次型 f(x, y) 可以在某個二次域 K (有

理數 Q 的二次擴張) 中分解成兩個一次式的乘積,上面的幾個問題自然就會和二次域的理論產

生聯繫。粗略地說, 我們可以在二次型之間定義某種等價關係,而這種關係定義出的等價類可以

對應到二次域 K 中的模 (module)。 因此上述的問題, 都可以轉換成關於模的問題, 而且容易

計算。

在本文第一節中, 我們介紹數域中關於模的一些結果。 在第二節我們討論有理係數的二元

二次型, 並清楚說明了二次域中的模與二元二次型的關聯。 在第三節, 我們將會討論質數在二次

域中的分解, 並且用二次型的理論介紹了古典的高斯虧格理論 (Gauss genus theory)。

1. 數域中的模 (Modules in number fields)

我們首先介紹數域中的模 (modules) 概念以及相關結果。這裡僅討論在一個代數數域 K

裡的 Z-模, 也就是 K 的加法結構中的一個交換子群。接下來我們只討論 K 中的有限生成 Z-

子模, 並簡稱為模。 把 K 的度數 (degree) 記為 n。 如果 M 是 K 中的一個模且包含 K 中

線性獨立的 n 個元素, 我們則稱 M 是一個完全模 (full module)。 例如 K 中的整數環 (the

ring of integers) 即為一個完全模。 接下來的討論中, 我們考慮的模都是完全模。

1.1. 模的範數 (Norm of Modules)

定義. 令 M 為一完全模。 如果 K 中的一數 α 滿足 αM ⊂ M , 則稱 α 是 M 的係數

(coefficient)。 M 的所有係數構成一個K 的子環DM , 稱作 M 的係數環 (coefficient ring)。

引理 1.1. 係數環 DM 是 K 中的完全模。
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證明: 對任意 M 中的非零元素 γ, γDM 是 M 這個模的子群, 所以 γDM 也是一個模。 類似

地 DM = γ−1(γDM) 也是一個模。我們接下來說明DM 為何是一個完全模。 假設 µ1, . . . , µn

是 M 的一組基底。 對任一 K 中的非零元素 α, 存在有理數 aij ∈ Q 使得

αµi =

n
∑

j=1

aijµj, 1 ≤ i, j ≤ n.

我們取一整數 c 使得 caij 都是整數。 如此一來, cαµi 皆屬於 M , 所以 cα 落在係數環 DM

中。 經過上述的過程, 對 K 的一組基底 α1, . . . , αn 我們都能找到整數 c1, . . . , cn 使得它們的

乘積 c1α1, . . . , cnαn 屬於係數環 DM 。 這些元素線性獨立, 所以 DM 是個完全模。 ���

定義. 如果 M 是 K 中的完全模又是 K 的子環, 我們稱 M 是 K 的序環 (order)。

引理 1.1 告訴我們 K 中任一完全模的係數環都是 K 的序環。 相反地, 任一 K 的序環都

是某個完全模的係數環: 因為序環包含乘法單位元, 所以序環的係數環即是本身。

定義. 對 K 中的兩個模 M 和 M ′, 如果在 K 中存在 非零元素 α 使得 M ′ = αM , 我們則

稱 M 和 M ′ 相似 (similar)。

引理 1.2. 相似的完全模有相同的係數環。 每個完全模 M 都會相似於一個模 M ′ 使得 M ′ ⊂
DM 。

我們將會討論 K 中的相似模形成的等價類, 並且我們會證明, 共享一個固定係數環 D 的

等價類只有有限多個。 現在令 M 為 K 中的完全模, 記係數環為 D。 我們分別取 D 與 M 的

基底 ω1, . . . , ωn 和 µ1, . . . , µn。 定義一有理數矩陣 A = (aij) 使得

µj =

n
∑

i=1

aijωi. (1)

定義. 我們稱矩陣 A 的行列式的絕對值 |det(A)| 為 M 的範數 (norm), 記為 N(M)。

運用行列式的理論我們可以證明這個定義與 D 和 M 的基底選擇無關。 對 K 的一組基

底 α1, . . . , αn 如果我們把判別式 (discriminant) 記做

D(α1, . . . , αn) := det(TrKQ(αiαj)).

則兩組判別式 D = D(µ1, . . . , µn) and D0 = D(ω1, . . . , ωn) 有以下的關係

D = D0N(M)2. (2)

如果一個模 M 包含於它本身的係數環, 則式 (1) 中的矩陣 (aij) 會是整數矩陣, 因此這時的

範數 N(M) 會是整數。 下面是範數的一個具體意義。



✐

✐

“C47N24” — 2023/5/13 — 11:35 — page 40 — #3
✐

✐

✐

✐

✐

✐

40 數學傳播 47卷2期 民112年6月

定理 1.3. 如果一個完全模 M 包含於本身的係數環 D, 則範數 N(M) = [D : M ]。

定理 1.3 可以從以下引理得到。 對於任意一個 Z-模 M , 如果對任何元素 x ∈M 和非零

整數 n, nx = 0 則 x = 0, 我們稱 M 沒有擾點 (torsion-free)。

引理 1.4. 若 M0 是一個沒有擾點 、 階數 (rank) 為 n 的交換群, 而 M 是一個階數為 n 的

子群。 則 M 在 M0 中的指數 (index) [M0 : M ] 總是有限。 更進一步, 對任何 M0 和 M 的

各一組基底, [M0 : M ] 等於式 (1) 中 基底變換矩陣 A 之行列式再取絕對值 |det(A)|。

定理 1.5. 相似的兩個模 M 和 αM 其範數有以下的關係

N(αM) = |N(α)| ·N(M).

特別的, 如果一個模相似於序環 D, 則 N(αD) = |N(α)|。

證明: 若 µ1, . . . , µn 是 M 的一組基底, 則 αµ1, . . . , αµn 也是 αM 的一組基底。 如果我們

把基底變換 µi 7→ αµi 的矩陣記做 C, 我們知道 α 的範數 N(α) 是 |det(C)|。 現在我們固定

一組 D 的基底, 並且把這組基底變換到 µi, αµi 的矩陣記成 A 和 A′, 則 A′ = AC。 因此

N(αM) = |detA′| = |detA| |detC| = N(M) |N(α)| .

定理的後半成立, 因為 N(D) = 1. ���

1.2. 有限的類數

引理 1.6. 如果 M1 是 K 中的一個完全模而且 M2 是 M1 的一個完全子模, 則只有有限多的

完全模 M 使得 M2 ⊂M ⊂ M1。

推論 1.7. 如果 M0 是 K 中的一個完全模, 則對任何正整數 r, K 中只有有限多個包含 M0

的完全模 M 使得 [M : M0] = r。

證明: 這樣的完全模 M 滿足 rM ⊂ M0, 所以我們可以對 1
r
M0 ⊃ M ⊃ M0 使用引理 1.6。

���

定理 1.8. 令 K 為一個度數為 n = s + 2t 的數域, 其中 s 和 2t 分別是 K 的實嵌入 (real

embedding) 和複嵌入 (complex embedding) 的個數。 令 M 是 K 中的一個完全模, 其範

數為 D。 則 M 中存在非零的元素 α ∈M 使得

|N(α)| ≤
(

2

π

)t
√

|D|. (3)
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證明的主要想法是運用數論中一個古典及有效的方法,稱為數的幾何 (geometry of num-

bers), 由 Minkowski 在十九世紀末提出。 詳細的證明請見 [1] 位於 127 頁 2.6.7 節的引理

3。

定理 1.9. 如果 D 是 K 中的一個序環, 則 K 中只有有限多個相似模的等價類, 使得 D 是它

們的係數環。

證明: 取一個係數環為 D 的模 M。 令 D 和 D0 分別是模 M 和序環 D 的判別式。 我們取一

數 α ∈M 滿足式 (3)。 由式 (2) 我們將式 (3) 寫成

|N(α)| ≤
(

2

π

)t

N(M)
√

|D0|.

因為 αD ⊂ M , 我們有 D ⊂ 1
α
M。 由引理 1.4 和模的範數的定義我們得到

[

1

α
M : D

]

= N

(

1

α
M

)−1

=
|N(α)|
N(M)

≤
(

2

π

)t
√

|D0|.

這證明了每一個係數環為 D 的相似模上的等價類, 都有一個模 M 使得

M ′ ⊃ D, [M ′ : D] ≤
(

2

π

)t
√

|D0|. (4)

根據推論 1.7, 只有有限多個模 M ′ 滿足式 (4)。 因此, 等價類的個數只有有限多個。 ���

1.3. 極大序環 (maximal order)

首先我們複習代數中的高斯引理。

引理 1.10. 假設 f(x) ∈ Z[x] 首項係數為 1 的多項式。 則 f(x) 在 Z[x] 中是不可約多項式,

若且唯若 f(x) 在 Q[x] 中是不可約多項式。

接著由高斯引理, 我們可以得到

引理 1.11. 如果 α ∈ K 屬於某個序環 D, 則 α 的最小多項式的係數皆是整數。

證明: 我們知道 D = DM 是某個完全模 M 的序環。 令 µ1, . . . , µn 是 M 的一組基底, 則對

於任何 α ∈ D 都存在整數 aij 使得

αµi =

n
∑

j=1

aijµj.
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α 的特徵多項式即是矩陣 (aij) 的特徵多項式, 所以它的係數皆是整數。由高斯引理, α 的最小

多項式也是整係數多項式。 ���

由引理 1.11 我們知道, 序環中的每個元素都是代數整數,屬於代數數域 K 的整數環 oK。

因此 oK 是 K 的極大序環, 也就是說, 每個序環都是 oK 的子環。

2. 數的二次型表示

在第二章中我們研究有理係數的二元二次型 ax2+ bxy+ cy2 還有它們所表示的數。 因為

這樣的二元二次型都會在某個二次域中分解成兩個一次項的乘積,研究這些二次型所表示的數,

會和二次域中的完全模以及其係數環有所關聯。

定義.

(1) 令 f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 為一個有理係數的二元二次型。我們定義 Df := b2 − 4ac

為 f 的判別式 (discriminant)。 如果 f 是一個整係數的二次型且 gcd(a, b, c) = 1, 我們

則稱 f 是本原 (primitive) 二次型。

(2) 給定兩個整係數的二元二次型 f(x, y) 和 g(x, y)。 如果存在矩陣 M ∈ GL2(Z) 使得

f(x, y) = g((x, y)M), 我們則稱 f 和 g 是等價的 (equivalent), 記為 f ∼ g。 如果矩陣

M 在 SL2(Z), 則我們稱f 和 g 是狹義等價的 (properly equivalent), 記為 f ∼+ g。

如果一個二元二次型和另一個本原的二元二次型等價, 則第一個二次型也是本原二次型。

另外, 如果 f(x, y) = g((x, y)M), 則 Df = (detM)2Dg。 由此我們可以得到, 等價的二次型

有一樣的判別式。

2.1. 二次域中的序環

令 K 為二次域 Q(
√
d), 其中 d 為不被 1 以外的平方數整除的數。我們令

ω =











1 +
√
d

2
, 如果 d ≡ 1 (mod 4);

√
d, 如果 d ≡ 2, 3 (mod 4).

則整數環 oK = Z[ω] = Z + Zω 由 1 和 ω 生成。 令 D 為 K 的一個序環, 則 D ⊂ oK , 所

以 D 的每個元素都能被寫成

x+ yω, x, y ∈ Z.

在所有元素中, 我們取 a + fω 使得 f 是最小的正數, 則 fω ∈ D 而且 D = {1, fω}。 相反

地, 對任何正數 f , 模 Z+Zfω 都是一個序環。 不同的正數 f 給出不同的序環, 所以我們得到
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一個一一對應

{K的序環 } ←→ N

Df = Z+ Zfω ←→ f.

另外我們有 f = [oK : Df ]。

現在我們計算序環 Df 的判別式 discDf 。 根據定義 discDf = det(Tr(αiαj)), 其中

α1 = 1, α2 = fω。 如果 d ≡ 1 (mod 4), 由 Tr(
√
d) = 0 我們得到

Tr(ω) = Tr

(

1 +
√
d

2

)

= 1,

Tr(ω2) = Tr

(

d+ 1

4
+

√
d

2

)

=
d+ 1

2
,

discDf =

∣

∣

∣

∣

∣

Tr(1) Tr(fω)

Tr(fω) Tr(f 2ω2)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

2 f

f f 2 · d+1
2

∣

∣

∣

∣

∣

= f 2d.

如果 d ≡ 2, 3 (mod 4), 則

discDf =

∣

∣

∣

∣

∣

Tr(1) Tr(fω)

Tr(fω) Tr(f 2ω2)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

2 0

0 2f 2d

∣

∣

∣

∣

∣

= 4f 2d.

因此二次域中的每個序環都會被本身的判別式唯一決定。 特別地, 整數環 oK 的判別式稱為基

本判別式 (fundamental discriminant), 記做 dK 而且

dK =







d, 如果 d ≡ 1 (mod 4);

4d, 如果 d ≡ 2, 3 (mod 4).

整理一下, 我們證明了

命題 2.1. 令 d 為一個不被 1 以外的平方數整除的數。 任何 K = Q(
√
d) 中的序環都可以寫

成 Df = {1, fω}, 其中 f = [oK : D] 而 Df 的判別式是 f 2dK。

2.2. 二次域中序環的單位元 (unit)

在二次域的序環 Df 中, 任何數都可以寫成 x + yfω, 其中 x, y 是整數。 另外對任何序

環 D, ǫ ∈ D 是單位元若且唯若 N(ǫ) = ±1。 因此, 如果我們想要找到 Df 的所有單位元, 我

們可以試著解開方程式

N(x+ yfω) = ±1, (5)
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這個方程式等價於






x2 + fxy + f 21− d

4
y2 = ±1 如果 d ≡ 1 (mod 4);

x2 − df 2y2 = ±1 如果 d ≡ 2, 3 (mod 4).
(6)

如果 K 是一個虛二次域, 則其中任何序環的單位元群 (unit group) 都只有有限多個元素, 並

且由單位根 (roots of unity) 所構成。 我們可以從解方程式的角度來看這件事。當 d < 0 時式

(6) 只有有限多個整數解。 如果 d = −1 且 f = 1, 則式 (6) 有 4 組解

x = ±1, y = 0; x = 0, y = ±1,

而它們對應到的元素是 ±1,±i。 當 d = −3 且 f = 1, 有 6 組解

x = ±1, y = 0; x = 0, y = ±1; x = 1, y = −1; x = −1, y = 1,

它們對應到 ±1, (±1±
√
−3)/2。 對剩下的序環, 式 (6) 只有 2 組解 x = ±1, y = 0, 對應到

±1。
對於實二次域 Q(

√
d), 根據 Dirichlet 單位定理 (Dirichlet’s unit theorem) 任何序環

Df 中的單位元都可以被寫成 ±ǫn, 其中 ǫ 是 Df 中大於 1 的最小單位元, 稱為基本單位元

(fundamental unit)。

引理 2.2. 令 η > 1 是 Df 中的一個單位元, 並把它寫成 η = x+ yfω 的形式, 則 x ≥ 0 且

y > 0 都是正整數。 若 d 6= 5 或 f 6= 1, 則 x > 0。

證明: 首先我們假設 d 6= 5 或 f 6= 1。 對任一數 α ∈ Q(
√
d), 將它的共軛記為 α′, 而

ω−ω′ > 0。 因為 N(η) = ηη′ = ±1, 所以 η′ = 1/η 或 −1/η。 在這兩種情況下 η− η′ > 0,

也就是說 yf(ω − ω′) > 0, 因此 y > 0。 另外, 因為 |η′| = |x+ yfω′| < 1 且 fω′ < −1,
我們有 x > 0。 如果 d = 5 且 f = 1, 則 −1 < fω′ < 0 而且我們有 x ≥ 0。 在這個情形下

ω = 1+
√
5

2
是基本單位元, 所以 x 可能為 0。 ���

現在令 ǫ > 1 為序環 Df 的基本單位元。 令 xn, yn ∈ Z 為單位元 ǫn = xn + ynfω 中

的係數 (n ≥ 1)。 我們可以證明當 n > 1 時 xn > x1 且 yn > y1。 為了求出 ǫ, 我們必須找

到式 (5) 的最小正整數解。 事實上我們能先找出 x, y 的一個上界 C 再經由有限多個步驟找出

x, y 的值 (見 [1] 第 2 章 5.3 節)。

我們可以用連分數的一個基本結果來簡化這些步驟。 假設實數 ξ 可以被表示為

ξ = q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
.. .
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其中 q0 ∈ Z 且 qi ∈ N。 考慮有限連分數

q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

.. . +
1

qk−1 +
1

qk

我們將它記為 [q0, . . . , qk]。 它可以寫成 Pk/Qk, 其中 Pk, Qk 是互質的兩個整數。 我們稱分數

{Pk/Qk} 為 ξ 的收斂元 (convergents)。 下面是 [4] 的定理 5.1:

定理 2.3. 對任意正實數 ξ > 0 和互質的正整數 x, y, 如果
∣

∣

∣

∣

x

y
− ξ

∣

∣

∣

∣

<
1

2y2
,

則
x

y
是 ξ 的連分數展開中的一個收斂元。

若 x+ yfω 為 Df 中的一個單位元, 由式 (5),
∣

∣

∣

∣

x

y
+ fω′

∣

∣

∣

∣

=
1

y(x+ yfω)
.

如果 d ≡ 1 (mod 4), (除了d = 5, f = 1的情況以外) 我們有
∣

∣

∣

∣

∣

x

y
− f

√
d− 1

2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

y2(x
y
+ f

√
d+1
2

)
<

1

2y2

其中我們用到 x/y > 0 和 f(
√
d+ 1)/2 > 2。 如果 d ≡ 2, 3 (mod 4), 則

∣

∣

∣

∣

x

y
− f
√
d

∣

∣

∣

∣

=
1

y(x+ yf
√
d)
≤ 1

y2(
√
d− 1 +

√
d)

<
1

2y2

其中我們用到 x2 = fdy2 ± 1 ≥ dy2 − 1 ≥ y2(d − 1) 且 d ≥ 2。 由上述的定理, 最簡分數

x/y 是 −fω′ 的連分數展開中的某個收斂元。因此, 我們只需要測試 −fω′ 的收斂元中的分子

和分母是否滿足方程式。 我們用連分數計算收斂元 Pk/Qk, 直到 N(Pk +Qkωf) = ±1 才停
止。 這時 ǫ = Pk + Qkωf 即是基本單位元。 對於 d = 5, f = 1 的例外情況, 基本單位元是

ω = 1+
√
5

2
。

例 2.4. 考慮二次域 Q(
√
6) 中的基本單位元 {1, 3

√
6}。 我們先找出 −3ω′ = 3

√
6 的連分數

展開

√
54 = 7 + (

√
54− 7),

1√
54− 7

= 2 +

√
54− 3

5
,

5√
54− 3

= 1 +

√
54− 6

9
,

9√
54− 6

= 6 +

√
54− 6

2
,

2√
54− 6

= 1 +

√
54− 3

9
,

9√
54− 3

= 2 +
7
√
54− 51

15
.
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再列出前面幾項收斂元。 注意到當 k ≥ 1 我們有 Pk+1 = qk+1Pk + Pk−1 還有 Qk+1 =

qk+1Qk +Qk−1。 我們得到序環 {1, 3
√
6} 的基本單位元 485 + 66 · 3

√
6 = 485 + 198

√
6。

k -1 0 1 2 3 4 5
qk 1 7 2 1 6 1 2
Pk 1 7 15 22 147 169 485
Qk 0 1 2 3 20 23 66

P 2

k
− 54Q2

k
-53 -5 9 -2 9 -5 1

2.3. 二次域的模

現在讓我們考慮二次域中的模。 因為任何模 {α, β} 都會相似到模 {1, β/α}, 我們可以僅

考慮形如 {1, γ} 的模。 注意到任何 Q(
√
d) 中的無理數 γ 都是某個整係數多項式 at2+ bt+ c

的根。 我們可以假設 gcd(a, b, c) = 1 且 a > 0, 這些假設唯一決定了這個多項式,我們將它記

為 φγ(t)。 如果 γ′ 是 γ 的共軛, 則我們有 φγ(t) = φγ′(t)。 相反地, 如果 φγ1(t) = φγ(t) 則

γ1 = γ 或 γ1 = γ′。

引理 2.5. 如果無理數 γ ∈ Q(
√
d) \ Q 對應到的多項式為 φγ(t) = at2 + bt + c, 則模

M = {1, γ} 的係數環 D 為序環 {1, aγ}, 其判別式為 D = b2 − 4ac。

證明: 考慮 Q(
√
d) 中的一數 α = x+ yγ, 其中 x, y 是有理數。 敘述 αM ⊂M 等價於

α1 = x+ yγ ∈M 且 αγ = −cy
a

+

(

x− by

a

)

γ ∈M.

因此 α ∈ D 若且唯若有理數 x, y, cy/a, by/a 都是整數。 因為 gcd(a, b, c) = 1, 第二個敘述

等價於 x, y ∈ Z 且 a | y。 因此 D = {1, aγ}。 最後我們計算得

D =

∣

∣

∣

∣

∣

Tr(1) Tr(aγ)

Tr(aγ) Tr(a2γ2)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

2 −b
−b b2 − 2ac

∣

∣

∣

∣

∣

= b2 − 4ac. ���

推論 2.6. 沿用先前的符號, 模 {1, γ} 的範數是 a−1。

引理 2.7. 模 {1, γ} 與模 {1, γ1} 相似, 若且唯若存在矩陣
(

k l
m n

)

∈ GL2(Z) 使得

γ1 =
kγ + l

mγ + n
.

我們現在固定一個序環 D。 在二次域 Q(
√
d) 中, 考慮所有以 D 為係數環的模構成的集

合。 定理 1.9 告訴我們這樣的集合可以被分割成有限多個相似模的等價類。



✐

✐

“C47N24” — 2023/5/13 — 11:35 — page 47 — #10
✐

✐

✐

✐

✐

✐

二次域類數與二元二次型理論介紹 47

現在我們定義模之間的乘法。 如果模 M = {α, β} 且模 M1 = {α1, β1}, 定義

MM1 = {αα1, αβ1, βα1, ββ1}.

我們可以將這個定義延伸到等價類上:[M ] · [M1] = [MM1]。

命題 2.8. 將模 M 的共軛模記做 M ′。 模 M 和 M ′ 有同樣的係數環 D。 這時以下的關係成

立

MM ′ = N(M)D. (7)

證明: 首先我們假設M 是 {1, γ} 這種形式。 令 γ 對應到的多項式為 φ(t) = at2 + bt+ c, 則

γ′ = −γ − b

a
, γγ′ = − c

a
,

而且

MM ′ =

{

1, γ,−γ − b

a
,
c

a

}

=

{

1, γ,− b

a
,
c

a

}

=
1

a
{a, b, c, aγ}

=
1

a
{1, aγ}, 因為 gcd(a, b, c) = 1.

根據引理 2.5, 我們有 MM ′ = 1
a
D = N(M)D。

如果 M 是一般的模, 我們可以把它寫成 M = αM1, M1 = {1, γ}, 則

MM ′ = αα′M1M
′
1 = N(α)N(M1)D = |N(α)|N(M1)D = N(M)D. ���

現在令 M 和 M1 是兩個屬於序環 D 的模。 我們令 MM1 的係數環為 D, 則由式 (7)

MM1(MM1)
′ = N(MM1)D.

另一方面, 模之間的乘法有交換律和結合律, 所以

MM1(MM1)
′ = MM ′M1M

′
1 = N(M)DN(M1)D = N(M)N(M1)D.

注意到兩個不同的序環並不相似 (因為它們是本身的係數環), 所以 D = D。 因此我們證明了

N(MM1) = N(M)N(M1). (8)

最後, 對任何係數環為 D 的模 M 我們有

MD = M, M

[

1

N(M)
M ′
]

= D. (9)
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在一個二次域 K 中, 把係數環 D 給定的模所形成的等價類記為 Cl(D)。 根據式 (9),

Cl(D) 在等價類之間的乘法運算下形成一個交換群,稱作 D 的理想類群 (ideal class group)。

由定理 1.9 Cl(D) 是一個有限交換群。

2.4. 模與二次型之間的對應

在二次域 K = Q(
√
d) 中, 我們可以將模 M 的一組基底 α, β 對應到一個有理係數的二

元二次型 N(αx+ βy)。 因為 M 的不同基底對應到等價的二次型, 我們有以下的映射

M 7−→ 二次型的一個等價類.

如果把模 M 換成 γM , 對應到的二次型會乘上 N(γ), 因此我們得到映射

{模的相似類} −→ {二次型的等價類, 相差一個常數也視為等價}.

在二次域中, 我們可以定義模之間的另一種相似。

定義. 在二次域 K 中給定兩個模 M 和 M1。 如果存在某數 α ∈ K, N(α) > 0 使得 M1 =

αM , 則稱兩個模 M 和 M1 嚴格相似 (strictly similar)。

若 K 為虛二次域, 則對任何非零的 γ ∈ K 我們有 N(γ) > 0, 所以若模 M1,M2 相

似則它們嚴格相似。 在實二次域, 「相似」 和 「嚴格相似」 的差別由基本單位元 ǫ 所決定。 若

N(ǫ) = −1, 則這兩個概念等價。 但當 N(ǫ) = 1, 則每個相似等價類, 皆可以拆成兩個嚴格相

似等價類。

現在我們描述模的等價類與二次型的等價類之間的對應關係。我們先引入一個定義。

定義. 對二次域 Q(
√
d) 中的模 M , 如果它的一組基底 α, β 其行列式

∆ :=

∣

∣

∣

∣

∣

α β

α′ β ′

∣

∣

∣

∣

∣

滿足






∆ > 0, 當 d > 0;
1

i
∆ > 0, 當 d < 0.

(10)

我們則說 α, β 是一組 Q(
√
d) 的正定向 (positively oriented) 基底。 注意到基底 {1,

√
d} 並

非正定向, {
√
d, 1} 才是。

對 M 的一組正定向基底 α, β, 我們將它對應到下面的二次型

f(x, y) = Ax2 +Bxy + Cy2 :=
N(αx+ βy)

N(M)
=

(αx+ βy)(α′x+ β ′y)

N(M)
.
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假設 γ = −β/α 對應到的整係數多項式為 φγ(t) = at2 + bt + c, 我們則有

N(αx+ βy) =
N(α)

a
(ax2 + bxy + cy2). (11)

另一方面, 模 M = α{1, γ} 的範數為 |N(α)|
a

, 因此我們得到 (A,B,C) = ±(a, b, c)。 所以所

對應的二次型 f 是本原二次型, 而且根據引理2.5 f 的判別式 B2 − 4AC 和 M 的係數環的

判別式 b2 − 4ac 相等。

我們有以下將正定向基底對應到一個本原二次型的的映射

{α, β} 7−→ f(x, y) =
N(αx+ βy)

N(M)
. (12)

如果一個二次型 Q(z) 帶入任何非零的 z ∈ R2 皆大於 0, 我們稱 f 為正定二次型。 如果

Q(
√
d) 是虛二次域, f 則是一個正定二次型。 這一小節的主要結果, 是下面模的等價類與二次

型的等價類之間的對應關係。

定理 2.9. 在二次域 Q(
√
d) 中, 我們用M 表示一個集合, 這個集合收集了 Q(

√
d) 中的模在

「嚴格相似」 這個關係下形成的等價類。 如果 d > 0, 我們考慮在 Q(
√
d) 中可以分解成一次項

的本原二元二次型, 並把它們的狹義等價類形成的集合記做 F。 如果 d < 0, 我們則在上面的定

義多加上正定二元二次型的條件。 則 (12) 中的映射

M −→ F

{α, β} 7−→ f(x, y)

是一個雙射。另外, 如果模 {α, β} 的係數環的判別式為D, 則對應到的二次型上的等價類其判

別式也是 D。

證明: 首先我們證明這個映射是良好定義的 (well-defined)。 如果模 {α, β} 和 {α1, β1} 嚴格
相似, 則在 Q(

√
d) 存在一個非零的數 η 使得 N(η) > 0 而且模 {ηα, ηβ} 與模 {α1, β1} 相

等。 這時存在一個可逆的整數矩陣
(

a b
c d

)

∈ GL2(Z) 使得
(

α1

β1

)

=

(

a b

c d

)(

ηα

ηβ

)

.

考慮這個關係式的共軛版本後, 兩邊再取判別式, 可以推得
(

a b
c d

)

∈ SL2(Z)。 另外,

(α1x+β1y)(α
′
1x+β ′

1y) = N(η) ((αa+βb)x+(αc+βd)y) ((α′a+β ′b)x+(α′c+β ′d)y)

這個關係式證明了

f1(x, y) = f

(

(x, y)

(

a b

c d

))

.
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我們說明這個映射是一個單射。 首先, 我們證明任何模 M 都會嚴格相似於一組正定向基

底 1, γ 形成的模 {1, γ}: 我們在 K× 中取一數 δ 使得 N(δ) > 0, 乘上某個正有理數後我們

可以假設 δ ∈M 且 δ 是本原的。 這時在 M 中則存在某個 δ1 使得 δ, δ1 是 M 的一組正定向

基底 (如果 δ, δ1 是負定向則改變 δ1 的正負號即可)。

現在我們假設兩組基底 {α, β}=α{1, γ} 和 {α1, β1}=α1{1, γ1} 對應到等價的二元二

次型。 如果 N(α)>0 且 N(α1)>0, 則存在某個可逆整數矩陣 g =
(

a b
c d

)

∈ SL2(Z) 使得

f(1,γ)(x, y) = f(1,γ1)((x, y)g).

注意到 −γ 是以下多項式的根

f(1,γ)(x, 1) = f1,γ1((ax+ c, bx+ d)) = f(1,γ1)

(

ax+ c

bx+ d
, 1

)

(bx+ d)2,

而 −γ1 是多項式 f(1,γ1)(x, 1) 的根, 則 gtγ = γ1 或 γ′
1。 因為兩組基底 {1, γ} 和 {1, γ1} 皆

為正定向, 所以兩個模 {1, γ} 和 {1, γ1} 相等。

最後我們證明這個映射是一個滿射。考慮 F 中的一個二次型

g(x, y) = Ax2 +Bxy + Cy2 = A(x+ yγ)(x+ yγ′),

其中 −γ 和 −γ′ 是 g(x, 1) 的兩根, 而且 {1,−γ} 是正定向基底。 定義模 M = {1,−γ} 和
二次型

φγ(x, y) = ax2 + bxy + cy2 = a(x+ γy)(x+ γ′y) = f(1,γ′)(x, y).

如果 A > 0, 則 A = a 且 g = f(1,γ′)。 如果 A < 0, 我們可以取一數 α 使得 N(α) < 0 且

{α, αγ′} 是一組正定向基底, 則我們有

f(α,αγ′)(x, y) =
N(α)(x+ γy)(x+ γ′y)

|N(α)|N(1, γ)
= g. ���

我們在 M 上定義了乘法。 透過 M → F 這組一一對應, 我們則有 F 上的乘法, 稱作二

次型的等價類之間的合成 (composition)。 注意在乘法結構下, M 並不構成一個交換群。若 D

是一個序環, 且令

Cl+(D) = {狹義等價類 [M ]+ ∈M | D是模M 的係數環 },

則 Cl+(D)是一個交換群,稱為D的狹義理想類群 (ideal class group in the narrow sense)。

並且我們有M =
⋃

DCl+(D)。
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2.5. 數的二次型表示與模的相似性

假設 f(x, y) 是一個本原二次型, 判別式為 D, 因此可以在 Q(
√
D) 中分解成一次項的

乘積。 如果 D < 0 我們則進一步假設 f 正定。 對任一正整數 m, 我們想找到方程式

f(x, y) = m (13)

的每組整數解。 由定理 2.9 我們可以找到一個模 M 以及一組正定向基底 α, β 使得

f(x, y) =
N(αx+ βy)

N(M)
. (14)

若 (x, y) ∈ Z2 是 f(x, y) = m 的一組解, 我們得到 M 中的一數 ξ = αx + βy 滿足

N(ξ) = mN(M)。 這個映射 (x, y) 7→ αx+ βy 給出了以下的一一對應

{

(x, y) ∈ Z2 : f(x, y) = m
}

←→ {ξ ∈M : N(ξ) = mN(M)}
(x, y)←→ ξ = αx+ βy.

定義. 對模 M 中的任何兩數 µ1, µ2, 如果它們的商 µ1/µ2 是係數環 DM 中的可逆元, 我們

則說它們是相伴的 (associated)。 若 (x1, y1), (x2, y2) 為 f(x, y) = m 的兩組解, 使得對應

到的 ξ1, ξ2 ∈M 相伴, 則我們則稱這兩組解相伴。這時候存在某個單位元 ǫ 使得 ξ2 = ξ1ǫ 且

N(ǫ) = 1。

相伴性的定義不依賴 f 在式 (14) 的寫法。 由定理 2.9, 每個 M 中的等價類 C 都會對應

到某個二次型的等價類。 如果取其中的一個二次型 f , f 和 C 則有以下的關係。

定理 2.10. 考慮係數環為 D 的模之間的嚴格相似性。 假設 C 是這個關係下的一個等價類,且

C 對應到二次型 f(x, y) 所代表的等價類。 我們有以下的一一對應。

{

方程式 f(x, y) = m 的相伴解
}

←→
{

模A | A ∈ C−1, A ⊂ D,且N(A) = m
}

.

如果 (x, y)是對應到 A 的解且 ξ = αx+βy, 則 A = ξM−1且N(ξ) > 0, 其中M是屬於C的

一個模。

證明: 令 M 為等價類 C 中的一模, α, β 為一組正定向基底且滿足式 (14)。 首先解釋從左到

右的對應。 若 (x, y) 是滿足 f(x, y) = m 的整數解, 則 ξ = αx + βy ∈ M 滿足 N(ξ) =

mN(M) > 0。 考慮另一個模 A = ξM−1。 我們有 AM = ξM−1M = ξD ⊂ M , 所以

A ⊂ D, N(A) = N(ξ)N(M−1) = m, 且 A ∈ C−1。

相反地, 假設等價類 C−1 中有一模 A 其範數為 m 且 A ⊂ D。 因為 M−1 和 A 同屬

於等價類 C−1, 因此存在某個範數為正的數 ξ 使得 A = ξM−1。 我們有 ξ ∈ MA ⊂ M 且
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N(ξ) = mN(M)。 如果 C−1 中有另一模 A−1 其範數為 m 且 A1 ⊂ D, 而且存在某數 ξ1 使

得 A1 = ξ1M
−1 且 N(ξ1) > 0, 則 A1 = ξ1ξ

−1A。 因此 A = A1 若且唯若 ξ, ξ1 兩數相伴。

���

對任意正整數 m 我們可以具體描述以下集合

M [A,m] := {係數環為 D的模 A | A ⊂ D, N(A) = m} . (15)

在集合中取一模 A, 令 k 為 A 中的最小正整數。 因為 A 是 D-模且 k ∈ D, 我們可以把 A 寫

成 A = {k, kγ} = k{1, γ}。 滿足條件的不同 γ 只會相差正負號和加減某個整數,所以我們可

以要求 γ 符合






Im(γ) > 0, 如果 d < 0;

Irr(γ) > 0, 如果 d > 0.
(16)

在第二種情況中我們要求 γ 的有理數部分屬於 (−1
2
, 1
2
] 而 Irr(γ) 指的是 γ 減去有理數部分。

我們使用引理 2.5 的符號寫出

γ =
−b+

√
D

2a
. (17)

根據我們對有理數部分的假設, 我們有

−a ≤ b < a. (18)

因為 D = {1, aγ} 且 A ⊂ D, k 被 a 整除, 這時我們令整數 s = k/a。 由引理 2.5 的推論我

們得到

m = N(A) =
k2

a
= as2, (19)

所以 A 可以寫成 A = a{1, γ}。
注意這樣的表示法是唯一的: 如果 as{1, γ}=a1s1{1, γ1}, 則 as = a1s1, 因此 {1, γ} =

{1, γ1}。 由引理 2.5 的推論我們得到 a = a1, 因此 s = s1。 最後, 從 (16) 和 (18) 我們得到

γ = γ1。

相反的, 給定 m 我們取滿足 (19) 的正整數 a 和 s。 如果 b, c 符合

b2 − 4ac = D, gcd(a, b, c) = 1, −a ≤ b < a, (20)

我們用 (17) 定義 γ, 則模 A = as{1, γ} 被包含在自己的係數環 D = {1, aγ} 中, 而且

N(A) = a2s2 1
a
= m。

因此, 如果要得到模 A 我們需要滿足 (19) 和 (20) 的四個整數 s > 0, a > 0, b, c。 我

們把上面的討論整理成以下定理。
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定理 2.11. 令 m 為正整數。 以下的敘述等價:

(i) m 可以被某個判別式 D 的本原二次型表示。

(ii) 存在一個範數為 m 的模 A, A 的係數環 D 包含 A 而且判別式為 D。

(iii) 存在整數 s > 0, a > 0, b, c 滿足以下條件

m = as2, b2 − 4ac = D, gcd(a, b, c) = 1, −a ≤ b < a.

注意定理 2.11 是 (15) 中集合 M [A,m] 非空的等價敘述。 在定理 2.11 中, 如果 D 是

基本判別式, 我們可以進一步簡化 (iii) 的敘述。

定理 2.12. 令 D 是某個二次域的判別式。 對某個正整數 m, 把它寫成乘積 m = as2, 其中 a

是不含平方數的部分。 則 m 可以被某個判別式為 D 的本原二次型表示, 若且唯若同餘關係式

x2 ≡ D (mod 4a) 有解。

證明: 如果 m 可以被某個二次型表示, 則根據定理 2.11 我們可以取整數 s1, a1, b1, c1 使得

m = a1s
2
1 且 b21 − 4a1c1 = D。 這時 a 整除 a1, 因此 b21 ≡ D (mod 4a).

相反地, 假設 b 是 x2 ≡ D (mod 4a) 的解, 則 (b − 2a) 也是解, 所以我們可以假設

−a ≤ b < a。 存在某個整數 c 使得 b2 − 4ac = D。 我們宣稱 gcd(a, b, c) = 1。 如果最大公

因數 gcd(a, b, c) 不是 1, 由 D 的條件我們知道一定是 2。 令 a = 2a′, b = 2b′, c = 2c′。 則

我們推得 (b′)2 − 4a′c′ ≡ 0, 1 (mod 4) 且 D/4 ≡ 2, 3 (mod 4), 但這兩個敘述矛盾。 根據

定理 2.11 正整數 m 可以被某個判別式 D 的本原二次型表示。 ���

例 2.13. 令 m = p 為質數, 二次體 K = Q(
√
−1), 則基本判別式 D = −4。 因為 K 類數

為 1, 每一個判別式 D 的本原二次型皆和 x2 + y2 (嚴格) 相似。 定理 2.12 告訴我們

p = x2 + y2有解 ⇔ x2 ≡ −4 (mod 4p)有解

⇔ x2 ≡ −1 (mod p)有解 ⇔ p ≡ 1 (mod 4)或 p = 2.

2.6. 虛二次域中的相似模

在這一小節中我們假設 K = Q(
√
d), d < 0 是一個虛二次域。 在這個情況下, 我們有更

簡單的方法可以計算相似模的等價類個數。 如果把 K 中的一數 α 想成在複數平面上的一個點,

則一個 K 中的模正好是 C = R2 上的網格 (lattice), 而相似的模即是相似的網格。

每個網格都有一組約化基底 (reduced basis) {α, β}, 其中 α 是網格中最短的非零向量,

β 是網格中和 α 不共線的最短向量。 事實上 α, β 會形成網格的一組基底, 而且

β 投影至 α 的長度 ≤ 1

2
|α| .
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現在讓我們考慮 M 中所有長度最短的非零向量, 假設有 w 個。 如果 α 是這種向量, 則

−α 也是, 所以 w 一定是偶數。除此之外, 兩個最短向量 α, β 之間的夾角不能小於 π/3, 不然

的話 α− β 就是一個更短的非零向量。 因此 w 只可能是 2, 4, 6。

我們可以用以下的方法構造網格M 的一組約化基底。 如果 w = 2 我們取 α 是其中一個

最短的向量。 M 中可能有 2 或 4 個不和 α 共線的最短向量, 我們在其中取 β 為和 α (有向)

夾角最小的向量。 如果 w = 4 或 w = 6, 我們則令 α, β 為一對夾角最小的最短向量。 如果將

旋轉後的約化基底視為一樣, 則網格的約化基底是唯一的。

由先前的討論可以推論, 我們知道平面中的兩個網格 M 和 M1 相似, 若且唯若它們的約

化基底相似 (M 可以透過一次旋轉和一次伸縮變成M1)。

現在我們描述 K 中相似模形成的等價類。 令 M 為 K 中的模, 其約化基底為 {α, β}。 考
慮 M 的相似模 1

α
M = {1, γ = β

α
}。 根據約化基底的性質 γ 滿足

Imγ > 0, (21)

−1
2
< Reγ ≤ 1

2
, (22)







|γ| > 1, 如果 − 1
2
< Reγ < 0;

|γ| ≥ 1, 如果 0 ≤ Reγ ≤ 1
2
.

(23)

定義. 如果 K 中的一數 γ 滿足 (21)、(22) 和 (23), 則稱 γ 為約化 (reduced) 數, 這時我們

也說模 {1, γ} 是約化模 (reduced module)。

從幾何角度來看, 如果 γ 屬於下圖的區域 Γ, 則 γ 是約化數。

定理 2.14. K 中每個模的相似等價類都存在唯一的一個約化模。
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證明: 我們知道每個等價類都有一個約化模, 所以只需證明不同的約化模不會相似。 首先我們

說明如果 γ = x+ yi 是一個約化數, 則 1, γ 是模 {1, γ} 的一組約化基底。 我們宣稱 γ 是模

中不在實數軸上的最短向量。 也就是說, 對任何整數 k 和非零整數 l

|k + lγ| ≥ |γ| .

因為 |x| ≤ 1
2
,

|k ± γ|2 = (k ± x)2 + y2 ≥ x2 + y2 = |γ|2 .

如果 |l| ≥ 2, 則

|k + lγ|2 ≥ l2y2 > 2y2 > x2 + y2 = |γ|2 .

現在令 γ 和 γ1 是兩個約化數。 如果模 {1, γ} 和模 {1, γ1} 相似, 則它們作為基底也相似, 而

這等價於 γ = γ1。 ���

給定兩個 K 中的模 M1,M2, 我們透過它們的約化模來判斷它們是否相似。 如果兩個約

化模相同, 則 M1 和 M2 相似; 相反地, 如果兩個約化模不同, 則 M1 和 M2 不相似。

現在固定一個判別式 D < 0 的序環 D, 我們考慮以 D 為係數環的相似模形成的等價類。

假設 {1, γ} 是其中的約化模, 所以 γ ∈ Γ。 使用引理 2.5 中的符號,

γ =
−b+ i

√

|D|
2a

.

由條件 (22) 和 (23) 我們推得

−a ≤ b < a, 且







c ≥ a 當 b ≤ 0;

c > a 當 b > 0.
(24)

因此要找到所有約化模, 我們只需找出所有滿足 (24) 和

D = b2 − 4ac, gcd(a, b, c) = 1, (25)

的整數序對 (a, b, c), a > 0。 因為係數環為 D 的等價類是有限的 (定理 1.9), 所以這種序對只

有有限多個。 我們也可以用另一種方法檢查: 給定 D,

|D| = 4ac− b2 ≥ 4a2 − a2 = 3a2 ⇒ |b| ≤ a <

√

|D|
3

,

所以可能的 (a, b) 只有有限多個, 因此 c 也是。
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例 2.15. 假設 K = Q(
√
−47) 。 考慮係數環為整數環 oK 的模, 我們想計算這些模上等價類

的個數。 由於 D = −47, 我們有不等式 |b| ≤ a <
√

47
3
。 因為 D 是奇數, b 也必須是奇數, 所

以 b = ±1,±3。 當 b = ±3 時, 我們得出 4ac = b2−D = 56, ac = 14, 且 |b| = 3 ≤ a < c,

但這三個條件不可能同時成立。 如果 b = ±1, 我們由 4ac = b2 −D = 48 得出

(a, c) = (1, 12), (2, 6),或 (3, 4).

我們排除 a = b = 1 的情況, 所以 oK 有 5 個相似模的等價類。 每個等價類都有一個約化模

{1, γ}, 其中 γ 的值為

1 +
√
47i

2
,
±1 +

√
47i

4
,
±1 +

√
47i

6
.

例 2.16. 我們想找出模 M = {13, 1 + 5i} 中所有範數為 650 的數。 這個模的係數環為

D = {1, 5i}, 其判別式是 D = −100。 模 M 的範數為 13, 所以我們應該先找出滿足以下條

件的模 A: 係數環為 D, 範數為 m = 50, 且 A ⊂ D。 用定理 2.10 的 (iii) 我們找出以下幾

種可能的 a, b, c:

(1) s = 5, a = 2, b = −2, c = 13;

(2) s = 1, a = 50, b = 10, c = 1;

(3) s = 1, a = 50, b = −10, c = 1;

(4) s = 1, a = 50, b = −50, c = 13.

在每種情況我們找出一個模 A = as{1, γ}, γ = −b+
√
D

2a
並找出相似的約化模。

(1) 10
{

1, 1+5i
2

}

;

(2) 50
{

1, −1+i
10
} = (−5 + 5i){1, 5i

}

;

(3) 50
{

1, 1+i
10
} = (5 + 5i){1, 5i

}

;

(4) 50
{

1, 5+i
10
} = 10i{1, 1+5i

2

}

.

另外, 相似到 M−1 的約化模為

M−1 =

{

1,
1− 5i

13

}

=
1− 5i

13

{

1,
1 + 5i

2

}

.

只有 (1) 和 (4)相似到 M−1。 在這兩個情況下滿足 A = ξM−1 的數 ξ 分別是 5+25i,−25+
5i。 因為 ±1 是 D 中唯一的可逆元,M 有四個範數為 650 的數:±(5+25i),±(−25+5i)。 我

們也證明了方程式 13x2 + 2xy + 2y2 = 50 有四組整數解 (x, y) = (0, 5), (0,−5), (2,−1),
(−2, 1)。
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3. 二次域

3.1. 質數的分解

在這一小節中, 我們使用符號 D 代表二次域 Q(
√
d) 的基本判別式, 而 oK 代表 K 的

整數環。 代數數論告訴我們 oK 中的任一非零理想都可以唯一地寫成質理想的乘積。 另外, 若

I 為 oK 中的一個非零理想, I 則是一個完全模且 I 包含於本身的係數環 oK。 這時 I 的範數

N(I) 為 #(A/I)。 最後, 對一個奇質數 p 我們有 Legendre 符號

(

D

p

)

=







1, 如果 x2 ≡ D (mod p)有解 ;

0, 如果 x2 ≡ D (mod p)無解 .

我們知道質數 p 在二次域 Q(
√
d) 分解成質理想的情況為

定理 3.1. 在判別式為 D 的二次域中, poK 分解成

poK = p2, 其中 N(p) = p,

若且唯若 p 整除 D。 如果 p 是不整除 D 的奇數, 則

poK =







pp′,其中 p 6= p′, N(p) = N(p′) = p,如果
(

D
p

)

= 1;

p, 其中 N(p) = p2, 如果

(

D
p

)

= −1.

如果 2 不整除 D (因此 D ≡ 1 (mod 4)), 則

2oK =

{

pp′,其中 p 6= p′, N(p) = N(p′) = 2,如果 D ≡ 1 (mod 8);

p, 其中 N(p) = 4, 如果 D ≡ 5 (mod 8).

我們可以改寫這個定理, 使得質理想的分解僅和 p 除以某些數的餘數有關。首先對正奇數

b 以及整數 c 我們可以定義Jacobi 符號 (Jacobi symbol)
(

c
b

)

。 Jacobi 符號滿足以下的互反

律

(c

b

)

= (−1) b−1
2

· c−1
2

(

b

|c|

)

,

並且當 b 是一個質數 p 時 Jacobi 符號
(

c
p

)

就是 Legendre 符號。 Jacobi 符號的好處是 b

可以是任意正奇數。

令 p 為一奇質數。 如果 d = D ≡ 1 (mod 4),

(

D

p

)

=

(

d

p

)

= (−1) p−1
2

· d−1
2

(

p

|d|

)

=

(

p

|d|

)

.
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如果 d ≡ 3 (mod 4),
(

D

p

)

=

(

d

p

)

= (−1) p−1
2

· d−1
2

(

p

|d|

)

= (−1) p−1
2

(

p

|d|

)

.

如果 d = 2d′ 且 2 ∤ d′,
(

D

p

)

=

(

d

p

)

=

(

2

p

)(

d′

p

)

= (−1) p2−1
8

+ p−1
2

d′−1
2

(

p

|d′|

)

.

由互反律我們看到 p 除以 |D| 的餘數, 決定了質數 p 的分解情況。 如果 d ≡ 1 (mod 4)

則
(

D
p

)

僅和 p 除以 |D| 的餘數有關。 如果 d ≡ 3 (mod 4), D = 4d, 則 p 除以 |d| 的餘數

決定了

(

p

|d|

)

, 而且 p 除以 4 的餘數決定了 (−1) p−1
2 , 因此

(

D
p

)

取決於 p 除以 4 |d| = |D|

的餘數。 如果 d = 2d′, D = 4d = 8d′, 則 p除以 |d′|的餘數決定了

(

p

|d′|

)

, p除以 4的餘數決

定了 (−1) p−1
2 , 而且 p 除以 8 的餘數決定了 (−1) p2−1

8 , 因此
(

D
p

)

取決於 p 除以 8 |d′| = |D|
的餘數。

我們定義一個新的函數來簡化這些結果。 對於和 D 互質的整數 x, 定義

χ(x) =



















(

x
|d|

)

, 如果 d ≡ 1 (mod 4);

(−1)x−1
2

(

x
|d|

)

, 如果 d ≡ 3 (mod 4);

(−1)x2−1
8

+x−1
2

· d′−1
2

(

x
|d′|

)

, 如果 d = 2d′.

注意到當 d ≡ 2, 3 (mod 4) 判別式 D = 4d 且 x 是奇數, 所以 (−1)x−1
2 和 (−1)x2−1

8 都

是定義良好的。 在前一段的論述中, 我們可以把質數 p 替換成 x, 所以 χ(x) 只依賴於 x 除以

|D| 的餘數。 另外, 對於和 |D| 互質的兩數 x, x′ 我們有 χ(xx′) = χ(x)χ(x′), 因此 χ 是一個

定義在 (Z/ |D|Z)∗ 上, 秩為 2 的特徵標 (character)。 最後, 對於和 D 有共同質因數的整數

x 我們定義 χ(x) = 0。

定義. 我們把 χ 稱作 Q(
√
d) 的特徵標。

定理 3.2. 如果 χ 是二次域 Q(
√
d) 的特徵標, 則質數 p 在 Q(

√
d) 中的質理想分解為

poK =











pp′,其中 p 6= p′且 N(p) = N(p′) = p,如果 χ(p) = 1;

p, 其中 N(p) = p2, 如果 χ(p) = −1;
p2, 其中 N(p) = p, 如果 χ(p) = 0.

3.2. 數的二元二次型表示

在這一小節中,我們將會把上一小節的結果應用在數的二元二次型表示中, 再用Hilbert 符

號 (Hilbert symbol) 敘述得到的結果。
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對 p 進數 Qp 的非零兩數 α, β (p 可以是 ∞, 這時 Qp = R), Hilbert 符號

(

α, β

p

)

=







1, 如果等式 αx2 + βy2 − z2 = 0在 Q∗
p 中有解;

−1, 如果等式 αx2 + βy2 − z2 = 0在 Q∗
p 中無解.

Hilbert 符號滿足以下性質
(

α, β

p

)

=

(

β, α

p

)

;

(

α, β1β2

p

)

=

(

α, β1

p

)(

α, β2

p

)

;

(

α1α2, β

p

)

=

(

α1, β

p

)(

α2, β

p

)

.

(26)

除此之外, 假設 p 是質數, 對 Qp 中的可逆元 ǫ, η 我們可以用以下公式算出
(

p,ǫ

p

)

和
(

ǫ,η

p

)

的值
(

p, ǫ

p

)

=

(

ǫ

p

)

,

(

ǫ, η

p

)

= 1 如果 p 6= 2;

(

2, ǫ

2

)

= (−1) ǫ2−1
8 ,

(ǫ, η

2

)

= (−1) ǫ−1
2

η−1
2 如果 p = 2.

(27)

如果 p =∞, 則對兩個非零實數 a, b

(

a, b

∞

)

=







1, 如果 a > 0或 b > 0;

−1, 如果 a < 0且 b < 0.

定理 3.3. 一個正整數 a 可以被某個判別式 D 的二元二次型表示,若且唯若任何滿足 χ(p) =

−1 的質數 p 在 a 的質因數分解中出現偶數次。 這個條件又等價於, 對任何不整除 D 的質數

p 我們有

(

a,D

p

)

= 1。

證明: 由定理 2.11, a 被某個判別式 D 的二元二次型表示, 若且唯若 Q(
√
d) 中存在一個

範數為 a 的理想。 定理 3.2 則描述了哪些整數 a 會是某個理想的範數: 對一個質理想 p, 當

χ(p) = 0, 1 則 N(p) = p, 當 χ(p) = −1 則 N(p) = p2。 因此 a 是某個理想 a =
∏

p p
a(p)

的範數, 若且唯若特徵標的值 χ(p) = −1 的質因數 p 皆出現偶數次。

考慮每個不整除 D 的質數 p。 令 a = pkb, 其中 p ∤ b。 利用 Hilbert 符號的性質我們得

到

(

a,D

p

)

=







(

b,D

p

)(

D
p

)k

=
(

D
p

)k

= χ(p)k, 如果 p 6= 2, p ∤ D;

(−1) b−1
2

·D−1
2

+k·D2
−1
8 = (−1) k(D2

−1)
8 = χ(2)k,如果 p = 2, 2 ∤ D.

因此定理的第二部分成立。 ���
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例 3.4. 令 D = −4, 我們知道判別式 D = −4 的二元二次型皆等價於 x2 + y2。 如果

a =
∏

pkii 是 a 的質因數分解, 則根據定理 3.3 我們得到, a 可以被 x2 + y2 表示, 若且唯

若對所有 pi ≡ 3 (mod 4) 的質數 pi 其次數 ki 皆是偶數, 若且唯若對所有奇質數 p 我們有
(

a,−4
p

)

= 1。

整數 a 可以被判別式 D 的二次型表示, 若且唯若 ab2 可以被同樣的二次型表示。 因此我

們可以只考慮不被 (1 以外的) 平方數整除的整數 a。 如果 p 6= 2, p ∤ D, 且 p ∤ a, 則 Hilbert

符號
(

a,D

p

)

= 1。 由定理 3.3 我們只需檢查 a 是否滿足有限多個條件, 而這些條件只和 a 的

質因數除以 |D| 的餘數有關。

上述的定理描述了整數 a 是否能被某些 (狹義) 等價類中的二次型表示。 但我們也可以描

述整數 a 是否能被給定的一個等價類中的二次型表示。 事實上, 我們可以把收集二次型上的等

價類的集合, 分割成兩兩不相交的族, 而每一個可以表示 a 的二次型都屬於同一族。

定義. 給定兩個判別式為 D 的本原二元二次型。 如果它們有理等價 (相差一個有理數可逆矩

陣), 則說它們屬於同一個虧格 (genus)。

(整數) 等價的二次型一定有理等價, 因此同一等價類中的二次型會屬於同一個虧格, 而每

個虧格都是某些等價類的聯集。 因此判別式 D 的二次型, 其形成的虧格數量有限。

令 f = ax2+bxy+cy2是一個非奇異的有理二次型。我們可以把行列式 d(f) = ac−b2/4
寫成

d(f) = d0(f)c
2,

其中 d0(f) 是不被平方數整除的整數。整數 d0(f) 是二次型的有理等價類上的一個不變量。 假

設非零有理數 α 可以被 f 表示, 當 p 是質數或 p =∞ 我們定義

ep(f) =

(

α,−d(f)
p

)

=

(

α,Df

p

)

,

其中 Df = b2 − 4ac = −4d(f) 是 f 的判別式。 我們可以證明這個定義不依賴於 α 的選擇。

另外, ep(f) 也是二次型有理等價類上的一個不變量,稱為 Hasse 不變量 (Hasse invariant)。

進一步我們有下面的結果, 這是二次型理論中著名的局部整體法則 (local-global principle)。

定理 3.5 (Hasse-Minkowski). 兩個二元二次型 f 和 g 有理等價, 若且唯若對任何 p (包含

∞)

d0(f) = d0(g) 且 ep(f) = ep(g).

證明請參考 [1] 第 2.1 章 Theorem 3 (第 71 頁)。
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因此對一個虧格 G , 我們可以定義

ep(G) = ep(f) =

(

a,D

p

)

,

其中 f 是 G 的一個二次型, 而這個定義不依賴於 f 的選取。

引理 3.6. 對判別式為 D 的任一個虧格 G 我們有

ep(G) = 1, 如果 p ∤ D 或 p =∞. (28)

證明: 根據定理 3.3 的第二部分, 對任何質數 p ∤ D, 我們有 ep(f) =
(

a,D

p

)

= 1。 除此之外,

因為在 D < 0 時我們只考慮正定的二次型, 所以 e∞(f) = 1。 ���

根據定理 3.5 以及引理 3.6, 每個虧格 G 都可以被 {ep(G) | p 是 D 的質因數} 唯一決
定。

定理 3.7. 令 a 是一個正整數, 且 G 是一個判別式為 D 的虧格。a 可以被 G 的某個二次型

(整數) 表示, 若且唯若對所有質數 p
(

a,D

p

)

= ep(G).

證明: 必要性很容易證明, 因此我們只證明充分性。 對於某個正整數 a, 如果給定任何質數 p 條

件

(

a,D

p

)

= ep(G) 都成立, 則根據條件 (28), 對於不整除 D 的 p 我們有

(

a,D

p

)

= 1。 由

定理 3.3 正整數 a 可以被某個判別式 D 的二次型 f 表示, 而且對任何 p 我們都有 ep(f) =
(

a,D

p

)

= ep(G)。 因此 f 屬於 G, 敘述成立。 ���

我們現在來思考如何計算判別式 D 的虧格個數。 令 p1, . . . , pt 是 D 的所有質因數。 由

定理 (28) 每個虧格都被 ei = epi(G), i = 1, . . . , t 所唯一決定。 現在令 f ∈ G 且 a 6= 0 是

被 f 表示的數, 則

e1 · · · et =
∏

p

ep(G) =
∏

p

(

a,D

p

)

= 1.

相反地, 我們有以下結果。

定理 3.8. 如果整數 ei, i = 1, . . . , t 的值為 ±1 且滿足關係式

e1 · · · et = 1 (29)

則存在唯一的一個虧格 G 使得

epi(G) = ei.
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證明: 令 ki 為 pi 整除 D 的次數。 對所有 i = 1, . . . , t 我們取一整數 ai 使得 pi ∤ ai,
(

ai,D

pi

)

= ei。 接下來我們透過以下的同餘方程組求 a

a ≡ ai (mod pkii ) (1 ≤ i ≤ t).

如果 pi 是一個奇質數, 令 Di = D/pkii 並且由 Hilbert 符號的性質 (26) 我們有

(

a,D

pi

)

=

(

a, pi
pi

)ki
(

a,Di

pi

)

因為 a 和 Di 都是 Qpi 中的可逆元, 由性質 (27) 我們得到

(

a, pi
pi

)ki
(

a,Di

pi

)

=

(

a

pi

)ki

=

(

ai
pi

)ki

由相同的過程我們有

(

ai,D

pi

)

=
(

ai
pi

)ki

, 所以

(

a,D

pi

)

=
(

ai,D

pi

)

。

對於 pi = 2 的情況, 我們令 k = ki, a
′ = ai。 這時 D 一定是下面兩種情況







D = 8D′, D′ ≡ 1 (mod 2), k = 3;

D = 4D′, D′ ≡ 3 (mod 4), k = 2.

由 Hilbert 符號的性質 (26) 和 (27) 我們有

(

a,D

2

)

=

(

a, 2

2

)k (
a,D′

2

)

=







(

a,D′

2

)

= (−1) a−1
2 , 如果 k = 2;

(

a,2
2

)

(

a,D′

2

)

= (−1) a2−1
8 (−1) a−1

2
D′

−1
2 , 如果 k = 3.

同樣地,

(

a′, D

2

)

=







(−1) a′−1
2 , 如果 k = 2;

(−1) a′
2
−1
8 (−1) a′−1

2
D′

−1
2 , 如果 k = 3.

當 a ≡ a′ (mod 4) 我們有 (−1) a−1
2 = (−1) a′−1

2 。 當 a ≡ a′ (mod 8) 我們有 (−1) a2−1
8 =

(−1) a′
2
−1
8 。 因此

(

a,D

2

)

=
(

a′,D

2

)

。 所以對任意 pi 我們都有

(

a,D

pi

)

=

(

ai, D

pi

)

= ei.

最後我們只需找到整數 a 使得對不整除 D 的質數 p,
(

a,D

p

)

= 1。 這些整數 a 組成模

|D| 的一個同餘類。 在這裡我們使用 Dirichlet 定理。

定理 3.9. 假設 a, d 是互質的兩個正整數。 則等差數列 a, a+d, a+2d, . . . 中有無限多個質數。
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從這些 a 所組成的同餘類我們可以取一奇質數 q, 則我們有
(

q,D

pi

)

=

(

a,D

pi

)

= ei;

(

q,D

p

)

= 1, 如果 p ∤ D, p 6= 2, 且 p 6= q;

(

q,D

2

)

= (−1) q−1
2

D−1
2 = 1, 如果 p = 2 ∤ D 且 p 6= q.

由 Hilbert 符號的乘積公式
∏

p

(

q,D

p

)

= 1 我們得到

(

q,D

q

)

= 1。

我們知道存在整數 a 滿足
(

a,D

pi

)

= ei, (1 ≤ i ≤ t);

(

a,D

p

)

= 1, 如果 p ∤ D.

根據定理 3.3, a 可以被某個判別式 D 的二次型 f 表示。 令 f 屬於虧格 G, 則

epi(G) =

(

a,D

pi

)

= ei (1 ≤ i ≤ t). ���

因為總共有 2t−1 種可能的 ei = ±1 滿足 (29), 所以判別式 D 的虧格個數是 2t−1。

考慮判別式為 D 的本原二元二次型 (如果 D < 0 我們則要求必須是正定二次型), 並且

將它們的狹義等價類形成的集合記做 FD。 在合成運算下, FD 形成一個有限交換群。 定理 3.8

告訴我們, 對 D 的每個質因數 p 我們有特徵標 ep : FD → {±1}, 而且對任兩個虧格 G 和

G′, 所有特徵標 ep 在 G 和 G′ 的取值相等 ep(G) = ep(G
′), 若且唯若 G = G′。

由定理 2.9 中模與二次型之間的一一對應關係, 我們得到 t 個特徵標 χ+
i : Cl+(K) →

{±1}, 它們滿足
∏

i χ
+
i = 1。 在之前的文章 〈高斯虧格理論〉 我們使用這些特徵標來定義虧格:

兩個狹義理想類 [a] 和 [b] 屬於相同的虧格, 若且唯若對任何 i 我們有 χ+
i ([a]) = χ+

i ([b])。 因

此這兩種虧格的定義等價, 而且定理 3.8 僅是前文 〈高斯虧格理論〉 中定理 3.6 的另一種敘述

方式。 不過在之前的定理, 我們還知道每個虧格有
∣

∣Cl+(K)2
∣

∣ 個等價類。

結語

有理係數的二元二次型和二次域中的理想類分別有不同的推廣。我們可以考慮係數在任何

代數數域或大域體 (global fields) 中的多元二次型。這些二次型在廣泛研究下產生了豐富的理

論, 比如說在這個情況下我們仍有局部 - 整體法則, 關於數的二次型表示也有令人滿意的結果。

有興趣的讀者可以參考 O’Meara 的著作 [5]。 除此之外, 我們還可以用另一種方式推廣二次擴

張 K/Q 中的高斯虧格理論。 對任何 Abel 擴張 (abelian extension) K/k, 我們可以定義所
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謂的 「虧格體 (genus field)」, 它推廣了古典的高斯虧格理論。 有興趣的讀者可以參考石田信

(Makoto Ishida) 的著作 [2]。 一般來說, 在多元二次型和體擴張 K/k 的狹義理想類群之間,

並沒有如同定理 2.9 的一一對應關係。 不過, 如果考慮的是係數在數域 k 中的二元二次型還有

二次擴張 K/k 的話, 那麼我們可以透過比較複雜的方式得到這個優美的一一對應。 關於這個

主題, 我們推薦讀者參考 Towber 的文章 [6] 還有 Kneser 的文章 [3]。

註: 本文取材於 [1]。 第一、 二、 三節分別是根據 2.6、 2.7、 3.8 節改寫而成。
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