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勒貝格單調收斂定理一個有趣的應用

證明尤拉的反正切公式

黃見利

一. 前言

尤拉 (Euler) 著名的反正切公式
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發現在1755年, 在計算圓周率的數值上是一條非常重要而且很有效率的反正切級數。 不像格雷

哥里 (Gregory) 的反正切級數那樣, 它對所有的 x 值都是收斂的, 特別是較小的角度。 舉個例

子來說, 利用尤拉於1779年出版在 Nova Acta Petropolitanae 的反正切型公式
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配合公式 (1), 我們得到下列高收斂級數
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利用這條級數, 尤拉在一個小時內算出了二十位圓周率的小數!

二. 舊的證明法

首先, 我們定義超幾何級數如下 [1]:

定義 I: 級數

∞
∑

n=0

tn 被稱為超幾何級數, 假使
tn+1

tn
為 n 的有理函數。
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